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摘要

近年来, 受量子信息科学发展的启发，量子统计力学/热力学相关的基本物理问题重新引起了人

们的关注，导致了一些新的热点研究方向。本文将首先介绍有关量子热力学的基本概念，如热力学

第一定律和一些基本热力学过程的量子力学表述，以及一些相关的最新进展，如Jarzynski等式。在

此基础上，我们准确阐述量子卡诺(Carnot)热机和量子奥托(Otto)热机中的热力学循环过程，并且比

较它们和经典热机循环的异同。接下来，基于一个比较真实的物理模型详细讨论了量子相干性以及

环境诱导的退相干对量子热机工作效率的影响。最后，我们还利用量子受控逻辑门，给出了一个包

含麦克斯韦(Maxwell)妖的量子热力学循环过程的实现方案，并探讨了在实验上演示麦克斯韦妖工作

过程和信息擦除过程的可能性。

量子信息启发的另一个热点方向是量子统计力学基础方面的问题，如广义正则热化原理和自旋

系统的量子相变问题。过去，人们关注的大多是量子相变与时间无关的性质，比如基态的量子纠缠

在量子临界点的奇异性，而我们则对自旋体系中量子相变发生时的动力学敏感性进行了系统的研

究。我们发现，在横场伊辛(Ising)模型中体系的洛克斯密特(Loschmidt)回波会在量子相变临界点取

极小值，这个结论揭示了量子相变对称性自发坡缺和量子混沌以及量子退相干等领域的一些重要概

念之间的深刻联系。
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1 引言

1.1 量子热力学

热力学是描述热现象的宏观唯象理论。它主要包括热力学三大定律，具有高度的可靠性和普适

性。热力学创建至今已经一百多年了，其应用领域不断扩大，已经成为物理学中的一个重要基石。爱

因斯坦曾评论[1]“对于一个理论，其前提越简单，所涉及不同的东西越多，应用范围越大，它就越深

刻。因此，经典热力学给了我深刻的印象。我深信，在其基础概念的应用框架里，它是唯一永远不会

被推翻的，关于宇宙内容的物理理论”。

热力学对应的微观理论是统计物理学统。它从宏观系统由大量微观粒子组成这一事实出发，认

为宏观性质是大量微观粒子运动的集体表现，宏观物理量是微观量的统计平均值。统计物理学能够

把热力学中三个互相独立的基本规律归结于一个基本的统计物理原理，阐明这三个定律的统计意义，

还可以解释涨落现象[2, 3]。从统计物理学的诞生开始，物理学家们，如Boltzmann, Gibbs, Birkhoff,

Ehrenfest, von Neumann [4]就在尝试着把唯象的热力学熵和统计熵（经典力学相空间的一定区域的

体积）联系起来，把热力学理论完全简化为多粒子系统的牛顿力学。然而，人们都没能够绕开一些超

出牛顿力学的额外的假设，如“各态历经”假说或者是“等概率”假说。另外，对于如何从更基本的

物理理论推导热力学的有关基本原理，如热力学第二定律，直至今天仍然是一个充满争议的问题。

过去几乎所有推导这些基本原理的方法都是基于牛顿力学，而现在人们意识到，热力学系统本质上

服从的是比牛顿力学更基本的量子力学。

目前，人们开始探讨把热力学建立在量子力学基础上的可能性，把热力学作为量子力学的一个

层展（emergence）现象[5]，形成所谓的量子热力学。在这个新兴领域，人们关注的是如何从第一原

理–量子力学，去描述理解热力学现象[4]。最近一个重要思想是用量子纠缠来取代原来热力学中的各

态历经假说（等概率假说）。量子统计力学的系综分布可以自然而然地从量子纠缠中得到，而不需要

额外假设微正则系综分布或等概率）[6, 7]。这些工作的成功，会重新改写统计物理学教科书中有关

内容，直接把统计力学完全建立在量子力学基础之上。热力学基础和量子力学的一些基本性问题是

彼此关联的，如光子作为工作物质的光子热与量子相干，量子纠缠与熵与黑洞信息丢失之谜，麦克

斯韦妖，Landauer原理与计算的物理极限的问题。这些研究彼此为对方提供了一个新的视角，将会

彼此互相促进，并导致这些学科新的发展和新的发现。

平衡态量子热力学的研究内容还包括小尺度系统（有限粒子数）上的热力学[8]，甚至是纳米尺

度范围上的热力学问题[9]。因为通常热力学处理的是热力学极限（粒子数无穷大）下的问题。但是随

着纳米技术的发展，人们可以在纳米尺度的范围内研究物理系统的热力学性质。由于系统尺度偏离

热力学极限的要求，会得到一些超越以前的热力学的结论。比如文献[8]中就发现当环境不是足够大

时，系统被热化到一个“准平衡态”。也就是系统的约化密度矩阵的对角元服从Gibbs分布，但是非

对角元的稳态并不趋于零。温度概念在宏观物质世界和原子尺度之间的某一区域失去意义，人们还

可以精确地确定这个变化的”临界点”[9]。小尺度上的热力学还涉及纳米机械振子的冷却[10, 11, 12]，
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使得观察到机械振子振动达到标准量子极限成为可能。

量子热力学的另外一个方向是Jarzynski等式[13]。这个等式在非平衡热力学过程的做功量和平

衡过程的自由能的改变量之间建立了等价关系。它在生物学中有广泛的应用。在实验上无法直接测

量一个生物系统的自由能是的改变，只能通过测量准静态过程的做功量来间接得到自由能的改变。

因为准静态过程原则上需要无穷长时间，因而很难做到。但是Jarzynski等式告诉我们，可以通过测

量有限时间（非平衡或者说非准静态）过程的做功，并通过求平均的办法来间接求出自由能。这就为

我们从实验上测量两个状态间的自由能的改变提供了一种可能。

1.2 从热力学角度看计算的物理极限

怎样从微观角度理解热力学第二定律却经常是莫衷一是、众说纷纭，甚至会导致一些违反常识

性真理的永动机设想的产生。其中一个著名的例子是来自于所谓的“麦克斯韦妖”的挑战。1871年，

麦克斯韦（James Clerk Maxwell）在他出版的《热理论》（Theory of Heat）一书的中讨论了热力学

第二定律的局限性。他设想有一个充满气体、温度均匀的容器，容器中间有一个隔板，把容器分

成A和B两个区域，隔板上有一个洞。另外，有一个今天被称为麦克斯韦妖（Maxwell’s demon）的想

象中的精灵，它能够区分每个分子的速度，并能够自由的打开和关闭这个洞。所以，它可以让较慢

的分子从A到B，而让较快的分子从B到A，并且不消耗任何能量。经过足够长的时间以后，容器中

的A区温度变高，而B区温度变低。从而，处于A和B之间热机可以对外做功。把麦克斯韦妖和热机集

成为一个整体，表面上形成了一个违反第二定律的永动机- 第二类永动机，因为它可以从单一热源吸

热并且把吸收的热全部转化为对外做功。整个循环过程的效果就是使系统加热库的整体熵减小，因

此这个假想实验是违反热力学第二定律的。

麦克斯韦引入这个带有妖怪的假象实验的本意是要说明热力学第二定律是一个统计性的定律，

统计涨落有可能违反它[14, 15]。但是后来人们对这个假想实验的关注逐渐演变为：如果存在这样一

个麦克斯韦妖，它是否可以随意地（而不是由于涨落引起的概率性地）违反热力学第二定律呢？为了

挽救热力学第二定律，Leo Szilard在1929年提出了一个单分子热机模型[16]。他第一次把“信息”作

为一个重要的因素引入到麦克斯韦妖假想实验中来。在他的文章中一个重要的观点是“麦克斯韦妖”

在获取信息的过程中（也就是测量的过程中）要消耗能量，从而导致整体熵增。这些熵增补偿了上面

假想实验中熵的减小。这样就不会出现违背热力学第二定律的第二类永动机了。但是后来的发展表

明，这只是一个暂时性的结论，麦克斯韦妖佯谬的真正解决还依赖于关于信息的物理学基础的进一

步发展。

1961年，Rolf Landauer[17]研究了计算过程的热力学基础，提出了著名的Landauer原理：逻辑

可逆的计算过程（包括读、写以及复制）的能量耗散可以是任意小的、或者是没有耗散。但是，计

算机存储单元的信息擦除却是一个逻辑不可逆的过程。这个逻辑不可逆的过程伴随着一个最小的

熵增。Landauer指出每擦除1比特的信息，至少会有kB ln 2的熵被释放到环境中。1982年，Charles

Bennett[18]认识到，Landauer原理可以用来解决麦克斯韦妖佯谬的问题。麦克斯韦妖获取信息，并
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把信息存储在它的记忆单元中。一个完整的热力学循环必须包括麦克斯韦妖作为做功介质的一部分，

要求其记忆单元也被还原到初始状态。由于擦除麦克斯韦妖的记忆单元带来的环境的熵增，可以抵

消上面的假想实验中熵的减小。因此，麦克斯韦妖的存在，不会违反热力学第二定律。至此，麦克斯

韦妖佯谬问题得到彻底解决[19]。

除了在微观的层面给出麦克斯韦妖佯谬的一个解决方案，Landauer原理的另一个意义就是预言

了计算的物理极限的存在。Landauer原理的直接结果是导致了所谓的摩尔定律的终结。因为计算机

在完成一个有效计算的实际过程中，原理上一个循环必须包含初始化过程。物理上它意味着要对上

一步骤中的存储的信息进行擦除，从而必须消耗一定能量并以热量的形式散发掉。计算的速度越

快，产生的热量就越多。当计算机芯片单位面积上集成的元件数目越多，发热的功率就越大[19]。这

种不可逆计算的耗热机制大大限制了计算机芯片的尺度，给出了其物理极限，从而导致摩尔经验定

律（计算机CPU（中心处理器）的运行速度每十八个月就会增加一倍）的终结。其实，在计算机发展

的过程中，有各种各样“不那么基本”的物理条件制约计算技术本身。例如，逻辑元件是工作在稳态

区域，而达到稳态需要一定的弛豫时间，而Landauer和Bennett的工作主要强调了计算原理上的物理

限制。对于上物理原理带来的传统计算机发展的限制，一个可能的解决这个问题的方案就是当今蓬

勃发展的量子信息科学。量子信息的研究、特别是量子计算的研究可能会为突破上述Landauer原理

带来限制提供新的启示和革命性的解决方案，并可能导致未来计算机构架体系根本性的变革。

1.3 量子计算集成中的多体问题与量子相变

为了实现有实际用途的量子计算机，需要把普适的量子逻辑门相干地地集成起来，并加以操控。

随着集成量子比特数目的增多，量子系统与环境的耦合导致的量子退相干（quantum decoherence）

会变得越来越严重[20]。因此，量子信息和计算的发展使得量子退相干的重新成为一个研究热点。为

克服量子退相干，量子计算的实验通常都是在极低温下进行。但是，改变系统参数进行量子操纵，即

使在绝对零温时，也会导致的量子相变[21]。最近，实验上实现的一个量子相变：通过光晶格的深度，

实现其中超冷原子的超流-绝缘体相变[22]。

量子相变和量子信息研究的交叉，衍生出来的一个重要研究方向，是把量子纠缠作为刻画量子

相变的新工具。我们知道，经典相变通常都是在Landau-Ginzuburg-Wilson理论框架下描述的。其中

主要牵涉到的概念是对称性破缺，局域序参量，和关联长度。统计力学和凝聚态物理学的发展都从

这个理论受益良多。然而，与经典相变不同的是有些量子相变（如拓扑量子相变）有可能不伴随着

对称性破缺，从而找不到合适的局域序参量来描述。事实上，对于多组分的、有相互作用的复杂系

统（如微腔阵列中光场-原子耦合系统），很强的Rabi耦合破坏了通常的序参量假定。因此很难找到

一个合适的序参量，寻找新的刻画量子相变的理论工具成为理论物理学中一个重要的挑战。近年来，

人们开始考虑借用量子信息科学的一些观念和方法（如量子纠缠）来研究量子相变。

最近，我们提出了用量子信息有关的两个概念-“退相干”[23, 24]和“量子保真度”[24, 25, 26, 27]

来研究量子相变。大家知道，在量子相变点的两边，两个不同的相具有截然不同的性质。系统的性质
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的这种急剧变化可以由洛克斯密特回波（Loschmidt echo）或两个态的重叠积分定量描述。不同的相

对与它耦合的量子系统施加完全不同的影响，我们有理由预期环境的相变会对耦合系统的相干性有

很强的破坏[28]。我们让这两个态对应于控制参数稍有不同的系统的基态。在远离临界点时，系统对

微扰不敏感，保真度几乎为1。但是在临界点附近，微扰可能使系统进入另外一个相区。从而它的基

态结构发生了巨大的变化，导致保真度在临界点附近急剧下降。通过这些保真度的行为我们很容易

得到该量子相变系统的相图。而且这种办法可能可以推广到经典相变系统，比如BCS相变和BEC相

变。我们对两个温度稍有不同的系统的热平衡态作内积。我们不需要事先知道任何序参量或对称性

破缺的的信息。这种保真度方法刻画相变的一个重要应用是拓扑量子相变[29]，这里没有对称性破

缺，也没有局域序参量的存在，保真度方法的威力就可以显现出来了。

2 量子热力学的基本观念

众所周知，平衡态热力学是建立在经典力学（牛顿力学）基础之上的唯象理论。但是现在我们知

道，其实任何物质都遵守更基本的量子力学。如何把热力学理论建立在量子力学的基础上是一个非

常值得研究的问题。比如说，如何把“做功”和“热传递”推广到量子力学的框架中，如何在量子力

学框架内表述热力学第一定律，另外还有一些与此关联的问题，比如如何描述有限时间内的热力学

过程（也就是非准静态或者说非平衡态过程），以及如何刻画小尺度（非热力学极限）系统的热力学

性质。这些都是长期以来一直被人们忽视，但又十分重要的问题。由此专门发展出来的一门学科分

支叫做量子热力学[4]。下面我们就将经典热力学的一些概念作量子力学的推广，并介绍一些量子热

力学的有关的基本概念和最新进展。首先我们介绍一下量子力学框架下的“功”和“热”。

2.1 热力学第一定律的量子力学描述

考虑一个任意多能级量子系统（见图1）。为了简单起见，我们考虑的系统只包含离散能谱结构，

并且只含有有限个本征能级。当然，也可以更一般地考虑具有无穷多个能级的系统。

该系统的哈密尔顿量可以写成

H =
∑

n

En |n〉 〈n| , (2.1)

这里|n〉是系统的第n个本征态，En是它的第n个本征能量。不失一般性，选取基态|0〉的本征能量为能
量零点。这样，系统的哈密尔顿量(2.1)可以被重新表述成

H =
∑

n

(En − E0) |n〉 〈n| . (2.2)

后面将会看到，用哈密尔顿量(2.2)来讨论系统的热力学性质会比用(2.1)式更加方便。对于这个系统，

如果已知它在各个能级上的布居数Pn，那么它的的内能U可以表示为

U = 〈H〉 =
∑

n

PnEn, (2.3)
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Figure 1: 作为量子热机工作物质的多能级量子系统的示意图。Eh
n和El

n是工作物质在两个等容过程中的

本征能量（等容过程将会在本章后面介绍，量子热机的循环将会在下一章介绍）。

为了将一些基本的热力学过程进行量子力学的推广，也就是定义量子力学系统的等温过程和量

子力学系统的等容过程，我们需要先找到热交换d̄Q和做功d̄W的量子力学对应的表述。从方程(2.3)我

们可以得到

dU =
∑

n

(En dPn + Pn dEn) . (2.4)

在经典热力学中，热力学第一定律被表述为

dU = d̄Q + d̄W, (2.5)

其中d̄Q = TdS，̄dW =
∑

i Yidyi [30]；T 和S 分别是温度和熵；yi 是广义坐标Yi是与yi共轭的广义

力。考虑到（冯诺依曼）熵S和各个本征能级En上的布居数Pi的关系S = −kB

∑
i Pi lnPi，我们可以

如下定义量子力学系统的热传递和做功[31, 32, 33]

d̄Q =
∑

n

En dPn, (2.6)

d̄W =
∑

n

Pn dEn. (2.7)

方程(2.7)意味着“做功”相应于本征能级En的改变。这一点与我们知道的另一个常识性的结论

是一致的，那就是做功必然伴随着系统的广义坐标的改变。而在量子力学系统中，广义坐标的改变

又导致了系统的本征能量的改变[32, 34]。因此，有了做功和热传递的量子力学描述(2.6)和(2.7)，热

力学第一定律的量子力学描述dU = d̄Q + d̄W 就可以从方程(2.4)自然而然的得到。我们还想强调，

经典系统的热传递表达式d̄Q = TdS仅仅适用于热平衡过程，与它不同的是，量子力学系统的做功和

热传递的表达式(2.6)和(2.7)既适用于热平衡过程也适用于非平衡过程。
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2.2 热力学基本过程的量子力学推广

2.2.1 量子等温过程

下面我们来讨论一些量子力学系统的基本热力学过程。首先我们要研究的是量子力学系统的等

温过程，也就是量子等温过程。在量子等温过程中，作为热机的工作物质的量子力学系统，例如一个

被束缚在势阱中的粒子，始终与一个温度恒定的热库接触。这个粒子从热库吸热，同时对外做功。在

量子等温过程中，工作物质的本征能级和它在各个能级上的布居数时刻都要发生变化，这样才能确

保系统时刻与热库处于热平衡。现在我们以一个二能级系统为例。我们分别用|e〉，|g〉和∆来表示这

个二能级系统的激发态，基态和两能级间的能级差。在准静态量子等温过程中，系统在两个能级上

的布居数Pe和Pg 服从玻尔兹曼分布关系Pe/Pg = exp[−β∆(t)]和归一化条件Pe + Pg = 1。对于一个

准静态的量子等温过程，∆(t)随时间t缓慢变化，因此r可以表示成下式

r ≡ r(t) =
Pe

Pg

= e−β∆(t), (2.8)

其中β = 1/kBT，kB是玻尔兹曼常数，T是时间。在一个足够慢的过程中，系统每一刻都和热库处于

热平衡状态。

2.2.2 有效温度

对于一个二能级量子力学系统，我们也可以根据系统在两个能级上的布居数的比例r(t)，和两能

级间的能级差∆(t)，定义一个二能级系统的有效温度。对于一个本征能量分别为Ee和Eg的二能级系

统来说，即使系统并未和热库达到热平衡，我们仍然可以认为系统处于一个“虚拟”的平衡态，而且

只要我们知道了能级差∆(t)和系统在两个能级上的布居数Pg和Pe，就可以定义这个系统的有效温度

Teff =
1

kBβeff

=
∆(t)
kB

[
ln

Pg

Pe

]−1

. (2.9)

当然，方程(2.9)不能直接被推广到多能级系统。例如，对于一个布居数分别为Pa，Pb和Pc的三能级

系统（三个能级分别是|a〉，|b〉和|c〉）如果两个能级差∆ab(t)和∆bc(t) 不满足下面的关系

1
∆ab(t)

ln
Pa

Pb

=
1

∆bc(t)
ln

Pb

Pc

, (2.10)

那么,我们就不能定义这个系统的有效温度。因为根据方程(2.9)，“子系统”{|a〉，|b〉}可以定义一个有
效温度，同时“子系统”{|b〉，|c〉} 也可以定义另外一个有效温度，但是这两个温度并不相同。我们将
会在下一章第一节中仔细讨论这一点。

2.2.3 量子等容过程

量子等容过程有很多与经典等容过程相似的性质。在一个量子等容过程中，工作物质始终和热

库接触。整个过程中，外界不对系统做功，系统也不对外界的做功，但是工作物质和热库有热交换。

因此，在量子等容过程中的功和热的交换情况与经典等容过程中完全相同。在量子等容过程中，系
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统在各个能级上的布居数Pn（因而系统的冯诺依曼熵S）一直不断变化，直到工作物质和热库最终达

到热平衡，等容过程完成。在经典等容过程中，系统的压强P和温度T也一直处于变化中。直至系统

和热库达到热平衡，等容过程结束。例如，我们选择一个无限深势阱中的粒子作为工作物质。在量子

等容过程中没有做功，只有吸热或放热，因而各个能级上的布居数会改变。到最后，系统和热库达到

了热平衡，量子等容过程结束了，工作物质在各个能级上的布居数最终达到玻尔兹曼分布。

2.2.4 量子绝热过程

一个经典热力学的绝热过程能够用微观的量子绝热过程来阐述。因为量子绝热过程进行的

如此之慢，以至于一般的量子绝热条件总能够被满足[35]，也就是系统在各个能级上的布居数保

持不变dPn = 0[31, 36, 37]。根据前面方程(2.6)，量子绝热过程中没有热交换d̄Q = 0，但是根据方

程(2.7)这个过程中的做功并不为零。然而，值得指出的是，经典的绝热过程并不要求系统在各个能

级上的布居数保持不变。例如，当这个过程进行得非常快的时候，量子绝热条件不能被满足，系统内

部能级之间的跃迁就有可能会出现，但是整个过程中系统和外界没有发生热交换。这个过程是经典

的绝热过程，但是它不是量子的绝热过程。因此，基于上述讨论，我们可以说，通过微观的量子力学

绝热过程可以实现宏观的经典绝热过程，但是反之则不成立[33]（见图2）。

0 0 L( )L(0) t

b

a

Figure 2: 经典绝热过程(a)和量子绝热过程(b)的示意图。在t = 0时刻，活塞位于L(0)，经过时间t = τ之

后，活塞慢慢移动到了L(τ)。在量子绝热过程中，系统在各个能级上的布居数保持不变。

为了便于比较，我们在表2.1中列出了一些经典热力学过程以及与它们对应的量子热力学过程的

性质。每个空格的第一，二行分别列的是是否有热交换，是否有做功和哪些热力学量变化，那些不

变。
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Table 1: 量子热力学过程和经典热力学过程。“变化”和“不变”分别指的是在这些热力学过程中热力学

量发生改变还是不改变。T是系统的温度，P和V分别是经典系统的压强和体积，Pn和En分别是量子系统

在各能级上的布居数和本征能级。这里讨论的经典热机都是以理想气体作为工作物质。

等温过程 等容过程 绝热过程

经典

有

热 交 换；有 做 功 不

变: T ; 变 化: P , V ,

S

有热交换；没有做功 不变:

V ; 变化: P , T , S

没有热交换；有做功 不变:

S; 变化: P , T , V

量子

有

热交换；有做功 不

变: T ; 变 化: En,

Pn

有热交换；没有做功 不变:

En; 变化: Pn, T

没有热交换；有做功 不变:

Pn; 变化: En, T

2.3 量子Jarzynski等式

Jarzynski等式是由物理学家Christopher Jarzynski[13]在1997年提出来的一个统计物理学中的

等式。这个等式把两个热平衡态的自由能之差与有限时间过程（即非准静态过程或非平衡过程）中

的做功量联系起来了。在一个热力学过程中，初末两平衡态A和B的自由能之差∆F是和在这个过程

中外界对该系统的做功量W之间有如下关系：∆F ≤ W。只有在该过程为准静态过程，或者说，只

有当系统从A到B的过程进行地足够慢的时候，上式才能够取等号。这个不等式正好是用“最小功原

理”表述的热力学第二定律[38]。

与上面的情形有所不同，Jarzynski证明了，无论这个过程进行得多么快，等式：exp(−β∆F ) =

〈exp(−βWirrev)〉irrev总是成立。这里β = 1/kBT，其中kB是玻尔兹曼常数，T是系统在平衡态A时的

温度（也就是用来热化系统的热库的温度）。Jarzynski等式的右边的求平均代表对从A到B的过程的

求平均，下标“irrev”代表不可逆过程或非平衡过程。在准静态过程中，无论重复多少次实验，每个

过程对系统的做功量都相同。因此这时Jarzynski等式就回到了上面的热力学等式∆F = W。然而在

一般情况下（过程在有限时间内完成，并非准静态过程），做功量W依赖于系统的微观初态。也就是

每次重复实验，测得的“微观功”不尽相同，而是服从一定分布。这时做功的平均值和自由能的改变

量有如下关系∆F ≤ 〈W 〉irrev。这就是前面提到的用“最小功原理”表述的热力学第二定律。有些人
认为上述讨论相当于是热力学第二定律的一种推导方法，不过也有人对此提出质疑[39]。下面我将基

于上面定义的量子等温过程，量子绝热过程和量子等容过程把Jarzynski等式作量子力学的推广[40]，

并进一步讨论它的成立条件和适用范围。
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2.3.1 基于二能级量子力学系统的Jarzynski等式

我们以一个二能级的量子力学系统为例，结合上面提到的量子等温过程，量子绝热过程和量子

等容过程（示意图见后面的图5）来验证Jarzynski等式。我们以∆表示二能级系统的能级差，以Pe表

示系统在激发态上的布居数(见图3)。∆和Pe满足的函数关系见后面的方程(3.27)。我们考虑的这个过

程的初态（A）和末态（B）为两个热平衡态。对于这两个热平衡态，系统的宏观状态，如总粒子数N，

总体积V和温度T确定，但是微观状态，如能量E可能不同。在量子等温过程A −→ B中(见图3)，外

界对系统做的功是唯一确定的[41]。而且这个量由热库的温度β = 1/kBT，以及系统初态和末态的能

级差∆h和∆l完全决定。

Wrev = −
∫ ∆h

∆l

Pe(x)dx = −
∫ ∆h

∆l

e−βx

1 + e−βx
dx. (2.11)

作积分参数变换e−βx = t，我们就得到

Wrev =
∫ exp(−β∆h)

exp(−β∆l)

dt

(1 + t)β
=

1
β

∫ exp(−β∆h)+1

exp(−β∆l)+1

dy

y
=

1
β

ln
(

1 + e−β∆h

1 + e−β∆l

)
(2.12)

=
1
β

ln
Zh

Zl

= ∆F. (2.13)

其中Zλ = 1 + e−β∆λ , λ = h.l，分别是系统在A和B时刻的配分函数。因此，对于一个（可逆的）量子

等温过程A −→ B，我们有如下关系式

e−β∆F =
1 + e−β∆l

1 + e−β∆h
.

eP
T

A

BhePleP
h∆

l∆

∆

B′

Figure 3: 一个基于二能级量子系统的∆ - Pe图（另见后面的图5A及图7A），这里∆是二能级系统的能级

差，Pe是系统在激发态上的布居数。T 代表热库的温度。A → B是量子等温过程，A → B′是量子绝热过

程，B → B′是量子等容过程。Jarzynski等式告诉我们A和B两点代表的系统状态的自由能之差（也就是量

子等温过程A → B中的做功量）可以由非平衡过程A → B′ → B的做功量求得。

需要指出的是，在我们所讨论的问题中有三个时间尺度：系统的热化（弛豫）时间τ，调节系

统（从A到B）的时间（switching time）ts，以及保证量子绝热近似条件成立的时间尺度ta。我们假设

这三个时间尺度满足关系式ta ¿ ts ¿ τ。相对于量子绝热定理要求的时间ta，调节系统的时间ts足
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够长，以至于量子绝热条件能够被满足；但是相对于系统和热库耦合的弛豫时间τ，调节系统的时

间ts又非常短，以至于系统远未和热库达到热平衡。也就是说在调节系统的过程中，热库的影响完全

可以忽略。这个调节系统的过程A → B′ (见图3)其实就是前面提到过的量子绝热过程。在量子绝热

过程A → B′中(见图3)。对系统的做功量只有两种可能的取值：0或者是∆l −∆h。它们相应的几率分

别是1− P l
e和P l

e

W 0, ∆l −∆h

P(W) 1− P l
e, P l

e

(2.14)

其中

P l
e =

e−β∆h

1 + e−β∆h
.

知道了每个非平衡过程做功的取值以及这种取值对应的几率，下面我们就可以来计算非平衡过程的

平均值

〈
e−βWirrev

〉
irrev

= (1− P l
e) + P l

ee
−β(∆l−∆h) (2.15)

=
1

1 + e−β∆h
+

e−β∆h

1 + e−β∆h
e−β(∆l−∆h) =

1 + e−β∆l

1 + e−β∆h
(2.16)

= e−∆F . (2.17)

因此我们证明了如下结论：如果相对于系统和热库弛豫的时间τ相比，调节系统的时间非常

短(ts → 0)(我们同时假设量子绝热条件也能被满足)，我们就可以通过测量非平衡过程的热力学

量（并对之求平均）
〈
e−βWirrev

〉
irrev
，得到平衡过程的自由能改变量∆F。需要强调的是，这并非是平

庸的结果。如果我们直接对非平衡过程的功求平均，我们会发现非平衡过程做功量的平均值大于系

统自由能的改变（平衡过程的做功量）

〈Wirrev〉irrev = P l
e(∆l −∆h) >

∫ ∆l

∆h

Pe(∆)d∆ = Wrev = ∆F. (2.18)

这正好是最小功原理表述的热力学第二定律[38](要把系统从一个状态改变到另一个状态，只有在整

个过程是可逆的时候外界对系统做功量最小)。

从Jarzynski等式被提出以来，它已经在分子生物学的实验和数值模拟[42]中得到验证。还出现了

很多其它的理论推导这个等式的方法。所有这些努力都进一步证明了Jarzynski等式的正确性和普适

性。

3 量子热机的微观模型I - 平衡态情形

最近，受到量子信息发展的带动以及实验技术进步的影响，量子力学和统计物理学的一些基本

问题重新受到物理学家的关注。量子热机（Quantum Heat Engine）给人们研究这些问题提供了一个
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Figure 4: 一个量子热机的示意图图。从t = 0时刻到t=τ1时刻，工作物质（量子力学系统）从高温热库

吸热。从t = τ1时刻到t=τ2时刻，工作物质向外膨胀，推动活塞对外做功。第三步(从t = τ2时刻到t=τ3时

刻)是工作物质向低温热库释放多余的热量的过程（冷凝过程）。第四步(从t = τ3时刻到t=τ4时刻)是外界

对工作物质做功，以使它回到第一步开始时的初态。在这里第三步和第四步几乎是第一部和第二步的逆

过程，只是热库的温度不同。

很好的平台。顾名思义，量子热机[43, 44]是以“量子物质”为工作物质对并外做功的热机（见图4）。

由于工作物质的量子属性，量子热机有很多不一般的性质。量子热机的工作物质的量子性成为一个

备受关注的新的研究热点[45]。人们试图从实验上去验证一些有别于传统热力学理论的新现象，新结

论。在理论研究上上，一些超越人们传统观念的新奇的结论陆续被发现。比如，在一定条件下，量子

热机在每个循环过程中的对外做功量可以超过与它相应的经典热机[31, 32]，而且量子热机的效率也

可以超越经典热机的效率上限-经典卡诺热极的效率[46]。量子热机不仅有助于研究量子力学和热力

学的关系，而且有助于研究量子退相干问题，另外它还能很好的体现量子和经典热力学系统的差异，

帮助我们理解热力学过程中的量子-经典过渡的问题[47]。

在现有的文献中，关于量子热机（比如量子卡诺热机和量子奥托热机）的定义并不一

致[46, 48, 49, 50, 51]，有的甚至互相矛盾。因而量子卡诺热机和量子奥托热机的性质也不可能被很

好地阐明。这种现状促使我们去考虑对于各种量子热机循环给出普适的定义。任何一个量子热机的

循环都是由若干基本的量子热力学过程组成的。我们已经在上一章介绍了这些热力学基本过程的量

子力学推广，现在我们来看看这些量子热力学过程构成的平衡态(也就是不考虑工作物质的量子相干

性)量子热机循环的性质，并且将量子热机的性质与经典热机的性质作比较。我们还将讨论用一些物

理系统来实现我们的量子卡诺热机和量子奥托热机。而工作物质的量子相干性对热机的影响将在下

一节讨论。
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3.1 量子卡诺热机循环

经典卡诺热机是一种非常典型的热机。它的每个循环的四个冲程的热力学性质都非常清楚，而

且它代表了一类普适的可逆热机的物理机制。现在人们关于量子热机的研究[31, 32, 46, 47, 48, 49,

52, 53, 54, 55, 56, 57] 大多集中在对经典卡诺热机的量子力学推广方面，也就是对量子卡诺热机有

关方面的研究。

在前面一章中，我们定义了量子等温过程。基于这个定义我们将在这一节研究构造量子

卡诺热机循环所需的条件，和它的一些物理性质。量子卡诺热机（一个基于二能级系统的量

子卡诺热机循环的示意图见图5），如同与它对应的经典卡诺热机一样，由两个（量子）等温

过程(A −→ B及C −→ D)和两个（量子）绝热过程(B −→ C及D −→ A)构成。在等温膨胀过

程A −→ B中，工作物质-被束缚在势阱中的一个粒子-始终与一个温度为Th的热源相接触。工作物质

的能级改变的速度比系统的弛豫速度慢的多，以至于这个粒子一直与热库保持在热平衡状态。在下

面我们将分别考虑工作物质为二能级和多能级两种情形。

3.1.1 量子卡诺循环的可逆性

量子力学系统的可逆性是和量子演化算符的幺正性密切联系的。与量子力学的可逆性不同，热

力学的可逆性与热库的性质，如温度，以及工作物质的有效温度有关。现在我们关注的是热力学意

义上的可逆性。本文后面如果不专门指名，所提到的可逆性都是指热力学可逆性。

我们强调，为了保证量子卡诺热机的循环过程是可逆的，关于卡诺循环中的量子绝热过程，有

两个条件必须被满足：(1)量子绝热过程(B −→ C)完成以后，我们可以用一个有效的温度Tl来刻画工

作物质，也就是经历了量子绝热过程之后工作物质满足玻尔兹曼分布；(2) 量子绝热过程完成以后，

用来描述工作物质的这个有效温度Tl等于接下来的这个等温过程(C −→ D)的热库的温度Tl。当上述

两个条件有任何一个不能被满足的时候，量子等温过程(C −→ D)中就不可避免地出现一个对工作

物质的热化[59, 60, 61]过程。在这个热化过程中，工作物质和热库的整体的熵增不等于零。因此，这

个热化过程是不可逆的。

可以证明上述的两个条件(1)和(2)等价于下面两个条件：(i)所有的能级差在绝热过程中按同一

比例变化，也就是En(B) − Em(B) = λ[En(C) − Em(C)]及En(A) − Em(A) = λ[En(D) − Em(D)],

(n = 0, 1, 2, · · ·)；和(ii)绝热过程中(B −→ C及A −→ D)能级差的变化比例必须与两个热库的温度之

比相同，也就是λ = Th/Tl。

首先，很容易看出上面列出的两个条件(i)和(ii)对于前面最开始提到的两个条件(1)和(2)是

充分的。下面我们将证明条件(i)和(ii)对于条件(1)和(2)来说也是必要的。我们假设在绝热过

程(B −→ C)之前的B时刻工作物质和一个温度为Th的热库处于热平衡。这时系统的状态可以用下面

的密度矩阵描述

ρ(B) =
1
Z

∑
n

e−βhEn(B) |n(B)〉 〈n(B)| . (3.1)
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Figure 5: (A)：一个基于二能级量子系统的量子卡诺热机循环的示意图。∆是二能级系统的能级差，Pe是

系统在激发态上的布居数。A −→ B(C −→ D)是等温膨胀（压缩）的过程。在此过程中工作物质和高（低）

温热源保持接触。B −→ C和D −→ A是两个量子绝热过程。(B)：以理想气体作为工作物质的一个经典

卡诺热机循环的温度-体积(PV )图。1 −→ 2(3 −→ 4)是对应于温度为Th (Tl)的经典等温膨胀（压缩）过

程。2 −→ 3(4 −→ 1)是经典的绝热膨胀（压缩）过程。V2和V3是工作物质在2和3时的体积。(C)：基于二

能级的量子卡诺热机循环的温度-熵(PS)图[58]。(D)：基于基于经典理想气体的经典卡诺热机循环的温

度-熵(PS)图[58]。(C)和(D)两个示意图成了沟通量子和经典卡诺循环之间的桥梁。
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量子绝热过程完成以后（即图5中的C点），工作物质的本征能级变成了En(C)。这时工作物质达到了

一个新的有效温度Tl。在整个量子绝热过程(B −→ C)中，工作物质在各个能级上的布居数Pn保持不

变，而且它们始终满足吉布斯正则分布。因此对任意两个本征态|n〉和|m〉来说，系统在它们上面的布
居数Pn和Pm 满足如下关系

Pn

Pm

=
e−βhEn(B)

e−βhEm(B)
=

e−βlEn(C)

e−βlEm(C)
. (3.2)

也就是说，对于任何m,n都有

En(C)− Em(C) =
Tl

Th

[En(B)− Em(B)]. (3.3)

方程(3.3)正好是条件(i)和(ii)的综合。因此我们证明了这两个条件(i)和(ii)对于前面的两个条

件(1)和(2)是必要的。

综上所述，我们证明了(i)所有的能级差在绝热过程中按同一比例变化；和(ii)绝热过程

中(B −→ C及A −→ D)能级差的变化比例与两个热库的温度之比相同，是量子卡诺循环可逆性的充

分必要条件。我们顺便指出，这两个条件（数学上的限制）(i)和(ii)能够被一些实际的物理系统满足。

在后面我们将会讨论这样的例子。

3.1.2 量子卡诺热机的性质

现在我们来研究上面引入的量子卡诺热机循环的工作效率ηC。为了简单起见，我们不用公

式(2.6)，而是用公式d̄Q = TdS来计算每个量子等温过程中的热交换d̄Q。因为在量子等温过程中，热

库的温度保持不变，所以量子等温膨胀过程中的吸热量QQIT
in 和量子等温压缩过程中的放热量QQIT

out 可

以通过利用下面的公式得到

QQIT
in = Th[S(B)− S(A)] > 0, (3.4)

QQIT
out = Tl[S(C)− S(D)] > 0. (3.5)

这里Th和Tl是不同热库的温度。

S(i) = −kB

∑
n

e−βiEn(i)

Z(i)
[−βiEn(i)− lnZ(i)], (3.6)

是工作物质在不同时刻i = A, B, C, D (见图5(A))的熵。这里βA,B = 1/kBTh, βC,D = 1/kBTl。为了

得到上述结果，我们利用了热平衡态的正则分布（吉布斯分布），也就是ρ = (1/Z)
∑

n exp(−βEn) |n〉 〈n|，
其中Z =Trexp(−βH)是配分函数。当然，QQIT

in 和QQIT
out 也能够通过方程(2.6)得到。这些等价的方法

能够用来描述经典卡诺热机的微观机制。现在我们来计算一个卡诺循环中热机对外做功量WC和它

的效率ηC。从方程(3.4)和(3.5)及热力学第一定律我们得到了一个量子卡诺循环的净做功量

WC = QQIT
in −QQIT

out = (Th − Tl)[S(B)− S(A)], (3.7)
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Table 2: 量子卡诺热机和经典卡诺热机。这里“CIT” 指的是“经典等温过程”，而“CA”是“经典绝热过

程”的缩写。“QIT” 和“QA” 分别指的是“量子等温过程”和“量子绝热过程”。V2，V3，En(B)和En(C)的定

义见图5；γ是绝热指数[58]。

量子热机循环的冲程
对经典绝热和量子绝

热过程的要求
热机效率 正功条件

经典 CIT-CA-CIT-CA Tl

Th
= [V2

V3
]γ−1 η = 1− Tl

Th
Th > Tl

量子 QIT-QA-QIT-QA
Tl

Th
= En(C)−Em(C)

En(B)−Em(B) 对

任何m, n
η = 1− Tl

Th
Th > Tl

在上式中利用了关系式S(B) = S(C)和S(A) = S(D)。这是因为系统的布居数（因而熵）在量子绝热

过程中保持不变。量子卡诺热机的效率ηC是

ηC =
WC

QQIT
in

= 1− Tl

Th

. (3.8)

这正好是经典卡诺热机的效率。从方程(3.3)我们可以看出，方程(3.8)中的两个温度的比能够用两个

能级差之比代替

ηC = 1− En(C)− Em(C)
En(B)− Em(B)

. (3.9)

这种用能级差表示的热机效率ηC非常类似于在文献[31, 33]中提到的量子奥托热机的效率(另见

下面的方程(3.22)。然而，我们必须强调，尽管这两者如此相似，他们实际上是不同。方程(3.9)中

的En(B) − Em(B)及En(C) − Em(C)是工作物质在量子绝热过程(B −→ C)始(B)和末(C)两点的能

级差。然而，对于一个量子奥托热机，它的效率表达式ηO中用到的能级差是工作物质在两个等容过

程中的能级差[31, 33]。因此，量子卡诺热机效率(3.9)和量子奥托热机的效率的表达式虽然看上去相

同，但是本质是不一样的。在后面的第四节中我们还会进一步讨论这一点。

要使量子热机对外做正功，热机的两个热库必须满足一定的条件。方程(3.8)对量子卡诺热机的

两个热库的温度给出了一个限制，Th > Tl。这个对量子卡诺热机的限制也就是所谓的量子卡诺热机

的“正功条件”和经典卡诺热机的“正功条件”是一样的。此外，为了说明我们定义的量子卡诺热机

是经典卡诺热机的量子力学推广，我们在图5(C)和(D)中给出了量子和经典卡诺热机循环的温度-熵

循环（PS）图。从这个图上我们可以看到经典和量子的卡诺循环的PS图具有完全相同的形式。基于

上述理由，我们相信本文中给出的量子卡诺热机循环是经典卡诺热机循环的量子力学推广。我们比

较了量子卡诺热机和量子奥托热机的一些性质，并把它们列在下面的表3.1中。

经典卡诺循环是由两个经典等温和两个经典绝热过程组成。当工作物质是理想气体时，在经典

等温过程中工作物质的内能保持不变。因为理想气体的内能只与温度有关（与体积，压强都无关）。

这个（基于经典理想气体的）关于经典等温过程的假设对于以其它物理系统为工作物质（非理想气

体）的卡诺循环也可能是成立的。但是在量子力学的意义上，量子等温过程和量子绝热过程应该在

量子力学框架内重新定义。原则上讲，当我们考虑工作物质的量子属性（离散能级）时，可能会得到
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与上述经典情形不同的结论。

3.1.3 可以用来实现量子卡诺热机的一些物理系统

在前面我们已经讨论过，为了构造一个基于多能级（包括二能级）系统的量子卡诺热机，两

个（数学的）条件需要被满足：(1)在量子绝热过程中（工作物质对外做功）工作物质所有的能级按

统一比例变化；(2)量子绝热过程中能级变化的比例等于两个热库的温度之比。这样才能保证整个循

环是热力学可逆的。对于基于二能级系统的量子热机来说，这两个条件总是能够被满足。因为二能

级量子热机只有一个能级差，我们总可以用一个有效温度来描述工作物质。除了二能级系统，谐振

子，和无限深势阱系统是另外的两个可以用来实现我们量子热机的物理系统。因为在这两个系统中，

各个能级都是系统的某参数的函数。当系统的这个参数改变时，所有的能级差都是按同一比例变化。

所以，如同二能级系统一样，我们总可以用一个合适的有效温度来刻画量子绝热过程中的工作物质。

下面我们来计算以这几种物理系统为工作物质的热机在一个量子卡诺循环中的对外做功量。

二能级系统

现在我们来考虑一个基于二能级系统（例如一个处在沿+z方向外磁场的自旋1/2系统）的量子

热机。工作物质的哈密顿量可以表示如下

HTLS(i) = −MB(i)(|↑〉 〈↑| − |↓〉 〈↓|), (3.10)

其中B(i)是在i，(i = A,B, C, D)时刻外场的场强(见图5)；M = e~/2mc是玻尔磁矩；|↓〉 和|↑〉分别表
示自旋向下(激发态)和自旋向上(基态)。热平衡态可以用如下的密度矩阵来表示

ρTLS(i) =
1

Z(i)
eβiMB(i) |↑〉 〈↑|+ e−βiMB(i) |↓〉 〈↓|], (3.11)

其中Z(i) = exp[βiMB(i)] + exp[−βiMB(i)]是在i时刻系统的配分函数。利用公式(3.6)我们得到工

作物质的熵的表达式

STLS(i) = kB ln[Z(i)] + kBβiMB(i) tanh[βiMB(i)]. (3.12)

然后从方程(3.4)，(3.5)和(3.7)我们得到了一个量子卡诺循环中工作物质对外净做功量

WTLS
C = (Th − Tl)

[
STLS(B)− STLS(A)

]
. (3.13)

另外一个基于二能级系统的量子热机是光子卡诺热机[46, 47, 54]。经过与上面相似的计算,我们

可以得到这个光子卡诺热机的的工作效率，也就是方程(3.8)中1− Tl/Th。由此我们可以进一步得到

这个量子热机的正功条件Th > Tl。因此，光子卡诺热机事实上就是一个二能级的量子卡诺热机。

谐振子
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对于一个基于谐振子的量子热机（谐振子的本征能量为En(i) = (n+1/2)~ω(i)），利用方程(3.6)，

我们得到工作物质的熵SHO(i)的表达式

SHO(i) = −kB ln[1− e−βi~ω(i)] + kBβi~ω(i)
1

eβi~ω(i) − 1
, (3.14)

以及一个量子卡诺循环中工作物质对外做功量

WHO
C = (Th − Tl)

[
SHO(B)− SHO(A)

]
. (3.15)

无限深势阱系统

对于一个基于无限深势阱系统的量子热机（它的本征能级是En(i) = γin
2，其中γi =

(π~)2/(2mL2
i )；m 和Li分别是粒子的质量以及i时刻势阱的宽度），工作物质的熵可以通过如下

公式求得(3.6):

SIS(i) =
kB

2
+ kB ln

(
1
2

√
π

βiγi

)
. (3.16)

在求上述方程(3.16)时，我们取了一个近似

∞∑
n=1

eγin
2 ≈

∫ ∞

0

eγin
2
dn. (3.17)

因此一个量子卡诺循环中工作物质的对外做功量能够表达成(3.7)式

W IS
C = (Th − Tl)

[
SIS(B)− SIS(A)

]
. (3.18)

我们把这些结果列在了后面的表3.3中。

在结束这一节之前，我们强调一点：本节提到的量子热机模型只能用那些只具有离散能谱结构

的系统（或者说所有的本征态都是束缚态的系统）来实现。除了谐振子和无限深势阱系统，还可以找

到其它一些量子力学系统（比如量子转子[21]）也满足离散能谱结构的要求，因此它们也可以用来实

现我们的量子热机。但是我们还不会处理那些具有连续能谱结构的量子系统，比如库仑势或有限深

势阱系统。因为对于这些具有连续谱量子系统，我们还没有办法严格定义量子绝热过程（量子绝热

条件很难被满足）。今后我们将会把现在的研究推广到有连续能谱结构的量子系统。

3.2 量子奥托热机循环

量子奥托热机循环是另一类很重要的量子热机循环。它也引起了很多人的关注[31, 32, 33, 62,

63, 64]。与卡诺循环类似，经典奥托循环的量子力学对应也有很多研究，见文献[31, 33, 48, 49, 50]。

实际上，汽车的内燃机所进行的循环就是经典奥托循环（而非经典卡诺循环）[62]。奥托循环由两个

经典的等容过程和两个经典的绝热过程构成。量子奥托循环由两个量子等容过程和两个量子绝热过

程组成[32, 33, 63, 64]（一个基于二能级系统的量子奥托热机的示意图见图6）。
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Figure 6: 基于二能级量子系统的量子奥托热机的示意图。Th和Tl分别是两个热库的温度。∆1及∆2分别是

两个量子等容过程中二能级系统的能级差。势阱很窄时，系统地能级差很大，而势阱很宽时，系统地能级

差很小。本图取自文献[31]。

3.2.1 量子奥托热机的性质

在量子等容热化的过程中（图7中A −→ B），工作物质不对外做功，但是它从热源吸收热量。在

此过程中工作物质的吸热量QQIC
in 可以表示成

QQIC
in =

∑
n

∫ B

A

En dPn =
∑

n

Eh
n [Pn(B)− Pn(A)], (3.19)

其中Eh
n是量子等容热化过程（A −→ B）中，工作物质的第n个本征能级的能量。与此类似，我们可

以得到它在量子等容冷却过程（C −→ D）中放出的热量。

QQIC
out = −

∑
n

∫ D

C

En dPn =
∑

n

El
n [Pn(C)− Pn(D)], (3.20)

其中，El
n是量子等容冷却过程中工作物质的第n个本征能级能量。需要指出的是，在计算QQIC

in 及QQIC
out 时，

不能应用公式(3.4)和(3.5)。因为d̄Q = TdS只适用于热平衡过程，而在量子等容过程中，工作物质和

热库并非总是处于热平衡（其实它们只有在等容过程的最后时刻B点和D点才达到热平衡），即等容

过程不是热力学可逆的（我们还将在后面3.3.2节仔细讨论这一点）。

上面我们提到，为了构造一个量子卡诺热机，在量子绝热过程中所有的能级差必须按同一比例

变化。但是对于一个基于多能级系统的量子奥托热机并没有这样的要求（见[33]），因为量子奥托热

机并不需要保证可逆性。不过，为了便于和前面提到的量子卡诺热机进行比较，我们在这里只考虑

基于多能级系统的量子奥托热机循环的一种特殊情况– 在量子绝热过程中所有能级差按统一比例

变化的情形，Eh
n − Eh

m = α(El
n − El

m)，(n = 0, 1, 2, . . .)（后面我们还将仔细讨论各个能级差在量子

绝热过程中按不同比例变化的情形）。在量子绝热过程中工作物质在个能级的布居数保持不变，也

就是Pn(B) = Pn(C)及Pn(A) = Pn(D)。因此量子绝热过程中工作物质的熵保持不变S(B) = S(C)

及S(A) = S(D)。这与量子卡诺热机循环完全相同。
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Figure 7: (A)；一个基于二能级量子系统的量子奥托热机的示意图。点划线和虚线代表量子等温过

程。∆h及∆l是二能级系统在两个等容过程(A −→ B及C −→ D)中的能级差。Ph
e及P l

e是系统在激发态

的布居数。A −→ B以及C −→ D是两个量子等容过程，而B −→ C以及D −→ A是两个量子绝热过

程。T (i)，(i = A, B, C, D)是工作物质在i时刻的有效温度，并且T (B) = Th, T (D) = Tl。(B): 经典奥托

热机的压强-体积（PV）图。Vh及Vl时工作物质在两个等容过程中的体积。1 −→ 2(3 −→ 4)是经典等容热

化（冷却）的过程，而2 −→ 3(4 −→ 1)是经典的绝热膨胀（压缩）过程。工作物质在2和4时刻的温度分别

等于两个热库的温度Th和Tl。(C)；基于二能级量子系统的量子奥托循环的温度-熵（T − S）图[58]。(D)；

基于理想气体的经典奥托循环的的温度-熵（T − S）图[58]。(C)和(D)两个T − S图成为沟通量子和经典奥

托循环的桥梁。
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基于上述事实和方程(3.19)及(3.20)，我们得到了一个量子奥托循环过程中工作物质对外净做功

量

WO = QQIC
in −QQIC

out =
∑

n

(Eh
n − El

n) [Pn(B)− Pn(A)]. (3.21)

以及量子奥托热机循环的效率

ηO =
WO

QQIC
in

= 1− 1
α

. (3.22)

以上面提到的三个用来实现量子卡诺循环的物理系统（二能级系统，谐振子，无限深势阱系统）为

例，我们可以利用公式(3.21)来计算一个量子奥托循环中热机对外净做功量。

WTLS
O = (∆h −∆l)

(
1

1 + eβh∆h
− 1

1 + eβl∆l

)
. (3.23)

WHO
O = ~(ωh − ωl)

(
1

eβh~ωh − 1
− 1

eβl~ωl − 1

)
(3.24)

W IS
O =

π

8
(γh − γl)

[
1

(βhγh)2
− 1

(βlγl)2

]
. (3.25)

我们很容易算出相应的效率。有关结果见后面的表3.3。

因为Eh
n > El

n，我们很容易看出(3.22)式中α > 1。上面基于多能级系统的量子奥托热机循环的

一个特殊情形（即所有能级在量子绝热过程中按统一比例变化）是对基于二能级系统的量子奥托热

机循环[31, 33]的一个推广。从方程(3.21)我们知道，这样一个特殊的多能级量子奥托热机循环的正

功条件是

Th > α Tl. (3.26)

很显然这个正功条件不同于量子卡诺热机的正功条件Th > Tl。

我们顺便指出，文献中提到的第一个量子热机模型[43]事实上是一个量子奥托热机模型。因为它

的热机效率和正功条件分别是η = 1− ν1/νp和T1 > (νp/ν1)T0。这里ν1及νp分别是工作物质的两个能

级差，T1和T0分别是两个热库的温度。

3.2.2 量子奥托热机与经典奥托热机的等价性

下面我们来证明量子奥托热机的效率ηO(3.22)等价于经典奥托热机的效率ηCL
O 。为了简单起见，

这里我们以基于二能级系统的量子奥托热机为例。对于一个二能级系统（见图6及7）当热源的温

度T固定，工作物质（二能级系统）和热库达到热平衡时，它在激发态|e〉上的布居数Pe是两能级的能

级差∆的单调递减函数[31, 55, 56]。这个函数的反函数是

∆θ = kBTθ ln
[

1
P θ

e

− 1
]

, θ = h, l. (3.27)

我们上面提到，那样图7中的四边形ABCD代表的量子奥托循环的效率ηO可以表达为

ηO = 1− ∆l

∆h

. (3.28)
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Table 3: 量子奥托热机和经典奥托热机。这里“CIC”和“CA” 分别指的是“经典等容过程”和“经典绝热过

程”；“QIC” 和“QA” 分别指的是“量子等容过程” 和“量子绝热过程”。Vh和Vl 是两个经典等容过程中工

作物质（经典理想气体）的体积；γ是绝热指数。T (i)（i = A，B，C，D）和Tk（k = 1，2，3，4）的定义见

图7。

冲程 效率 正功条件

经典 CIC-CA-CIC-CA
ηCL
O = 1 − (Vh

Vl
)γ−1

= 1− T (C)
T (B) = 1− T (D)

T (A)

Th > Tl( Vl

Vh
)γ−1

量子 QIC-QA-QIC-QA
ηO = 1 − ∆l

∆h

= 1− T3
T2

= 1− T4
T1

Th > Tl(∆h

∆l
)

从方程(3.27)和(3.28)以及图7我们可以将上述的量子奥托热机的效率ηO重新表述为

ηO = 1− T (C)
T (B)

= 1− T (D)
T (A)

. (3.29)

其中T (i)，i = A，B，C，D，是工作物质在A，B，C和D时刻（见图7）的有效温度。在上式中我们利

用了关系式∆(C)/∆(B) = T (C)/T (B)。这个关系式是缘于量子绝热过程中Pe(C) = Pe(B) = P h
e和

方程(3.27)。类似地，我们可以得到关系式∆(D)/∆(A) = T (D)/T (A)。在量子奥托循环中，工作物

质在B和D时刻的有效温度T (B)和T (D)分别等于两个热库的温度T (B) = Th，T (D) = Tl。经典奥托

热机的工作效率ηCL
O 是[58]

ηCL
O = 1−

(
Vh

Vl

)γ−1

, (3.30)

这里Vl和Vh是工作物质（理想气体）在两个经典等容过程（见图7）中的体积，γ是经典绝热指数[58]。

由于在经典绝热过程中TV γ−1是一个常数，我们消去方程(3.30) 中的体积，便可以得到

ηCL
O = 1− T3

T2

= 1− T4

T1

, (3.31)

这里T1，T2，T3和T4是工作物质在1，2，3和4时刻的有效温度。其中工作物质在2和4时刻的有效温度

等于两个热库的温度T2 = Th，T4 = Tl。从形式上看，这和量子奥托热机的效率（方程(3.29)）吻合得

很好。因此我们这里给出的量子奥托热机是经典奥托热机的量子力学推广。有关量子奥托热机和经

典奥托热机的对比列在表3.2中。

4 量子热机的微观模型II - 非平衡态情形

4.1 基于理想腔量子电动力学系统的量子热机（光子热机）

前面一章提到的量子热机其实都只是平衡态情形的（未考虑量子相干性的）热机。作为工作

物质的量子力学系统具有离散能级结构（能级差与普朗克常数有关）。我们讨论的热机模型只是
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Figure 8: 光子热机的示意图。(A)在这里原子相当于“燃料”，而腔中的“光子”相当于“水蒸气”。原子

穿过腔时释放光子，光子推动活塞对外做功。这个过程就相当于燃料燃烧加热水蒸气，水蒸气推动活塞对

外做功。(B)当原子没有量子相干性时，这个光子热机的效率和经典卡诺热机一样。(C)当原子具有一定的

量子相干性时，这种“量子燃料”就会表现出超越经典热机的性质。通俗地说，“量子水蒸气”的温度会超

过“量子燃料”的温度。本图取自文献[46]。

在这一意义上讲是“量子的”。这是关于量子热机的研究的第一步。我们将在上一章工作的基础

上进一步探讨量子相干性对量子热机的影响。其实，研究量子热机的一个重要动机是希望发挥

工作物质的量子相干性这一优势，使量子热机在一个循环中的对外做功量和热机的效率有所提

高[48, 49, 65, 66]。Marlan O. Scully和他的合作者最近设计了一种基于腔量子电动力学系统的量子

热机[46, 67, 68]，也就是光子热机（见图8）[54]。他们设计的热机以微波激射器中的单模光子作为工

作物质。这些单模光子是由带有一定量子相干性的原子在逐个穿过微腔时辐射出来的。在他们的模

型中，腔壁被假设为完全理想的状况，也就是说腔的漏损被忽略掉了。

然而在实际实验装置中，这些腔壁并不能完全反射光子（腔的漏损是不能忽略的），而且原子在

穿过腔时和环境相互耦合，会不可避免地导致它自身的退相干（这里只是指相位消失，也就是退相

位（dephasing）。后面所提到的退相干如果无特殊说明都是指退相位）。一个自然的问题是：光子在

腔中的耗散和原子的退相干会如何影响光子热机的工作效率呢？在本章中，我们修改了Scully和他的

合作者们提出的光子热机的模型[46, 67, 68]。我们考虑了一个更为实际的腔量子电动力学系统。我

们发现，当腔的品质因子Q减小时（腔的漏损增强时），光子热机的效率降低；当原子发生退相位时，

虽然原子的能量不会损失，光子热机的量子相干性就会消失，从而使量子热机退化成一个“经典热

机”。为了突出重点，我们只是唯象地考虑退相位效果[69]。
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Figure 9: 用来构造光子热机的腔量子电动力学系统。当λ型三能级原子穿过腔时，它与腔中的共振光场相

互耦合，并与光场达到稳态。入射三能级原子的两个简并的基态|g1〉和|g2〉之间有一定的量子相干性。

4.1.1 光场与λ型三能级原子的相互作用

本章考虑的光子热机模型与文献[46, 67, 68]中的光子热机模型类似(示意图见图8和图9)。在这

里用来构造光子热机模型的三能级原子中，基态|g1〉和|g2〉是完全简并的。原子和光场的耦合哈密顿
量可以写作[60, 65]

HI =
~λ√

2
|e〉 (〈g1|+ 〈g2|)â + h.c.. (4.1)

这里ν是基态和激发态|e〉之间的能级差；̂a是光场的消灭算符；λ是原子和光场的耦合强度。

如果没有光场的耗散（光子漏损）以及原子的退相位，HI将完全决定系统随时间的演化。我

们用|m〉，m = 0, 1, 2, · · ·表示光场的Fock态（光子数表象的本征态）。基矢{|e〉 ⊗ |m− 1〉 , |g1〉 ⊗
|m〉 , |g2〉 ⊗ |m〉}张成HI的一个不变子空间Vm。不同的m值对应不同的不变子空间。在HI的每一个不

变子空间中，系统的演化矩阵U (τ) = exp(−iHIt)可以表示为

Um (τ) =




Cm(τ) −i√
2
Sm(τ) − i√

2
Sm(τ)

−i√
2
Sm(τ) C2

m( τ
2
) −S2

m( τ
2
)

−i√
2
Sm(τ) −S2

m( τ
2
) C2

m( τ
2
)


 . (4.2)

这里Cm(τ) = cos (λ
√

mτ)，Sm(τ) = sin (λ
√

mτ)。

光场的初态和原子的初态分别用密度矩阵ρL (ti)和ρA (ti)来描写。每个原子在腔中停留的时间

为τ，那么一个原子穿过腔后，光场的约化密度矩阵ρL (t)将会如下演化，

M (τ) ρL (ti) = TrA[U (τ) ρL (ti)⊗ ρA (ti)U † (τ)], (4.3)
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其中TrA是对原子自由度部分求迹，“超算符” M (τ)可以由演化矩阵U (τ)(4.2)完全确定。

如果原子穿过腔的频率是r，那么腔中光场在t时刻的状态可以用下面的密度矩阵来描写

ρL (t) = M (τ)rt
ρL (0) . (4.4)

它满足的运动方程是
d

dt
ρL (t) = r (lnM (τ)) ρL (t) . (4.5)

对于一个很短的时间τ，我们有M (τ) ≈ 1。因此我们可以取近似ln [M (τ)] ≈ M (τ)− 1(这个近似的

可靠性将在后面的参数估计中得到证实τ ∼ 10−10 s)。运动方程也随之变为

d

dt
ρL (t) = r (M − 1) ρL (t) . (4.6)

再加上腔的漏损项，辐射场的主方程[60, 65]可以写成下面的形式

d

dt
ρL (t) = r (M − 1) ρL (t) + LρL (t) , (4.7)

其中

LρL (t) =
υ

2Q

[
2âρL (t) â+ − â+âρL (t)− ρL (t) â+â

]
(4.8)

υ是腔场模频率，Q是腔的品质因子。

受文献[46]中提出的新概念“phaseonium”的启发，初始时，我们也把原子制备在有一定量子相

干性的态上，这个初态用如下的密度矩阵来描写，

ρA (0) = pe |e〉 〈e|+ |g〉 〈g| . (4.9)

其中，pe是在激发态|e〉上的布居数；|g〉 〈g| 包含了两个简并基态之间的量子相干性

|g〉 〈g| = |c1|2 |g1〉 〈g1|+ |c2|2 |g2〉 〈g2|+ c1c
∗
2 |g1〉 〈g2|+ c∗1c2 |g2〉 〈g1| . (4.10)

ρA (0)是归一化了的密度矩阵，也就是

pe + |c1|2 + |c2|2 = 1. (4.11)

众所周知，原子退相位发生比原子能量耗散发生快得多[60, 70, 71]，因此，在短时间内原子退相位

是主要的退相干机制。因此我们只是唯象地考虑原子退相位。我们所说的考虑原子退相干，就是

把ρA (0)中的纯态|g〉 〈g|用混态

ρg =
∑

k=1,2

|ck|2 |gk〉 〈gk|+ ξc1c
∗
2 |g1〉 〈g2|+ h.c., (4.12)

替换掉。这里ξ是退相干因子，它满足|ξ| ≤ 1 [69]。完整的量子相干性用ξ = 1来标志。而完全的退相

位用ξ = 0来标志。有了上面这些考虑，我们可以这样描述原子的退相位，也就是把初态ρA (0)变为

ρD = pe |e〉 〈e|+ ρg. (4.13)
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4.1.2 主方程的稳态解与光场系统的热化

我们考虑一个与文献[67]中类似的量子热机循环。在这个等温膨胀过程中，注入原子被制备在稍

微偏离热平衡态的状态上（也就是有一定量子相干性）。这些注入的原子充当高温热源的作用。然而

在等温压缩的过程中，这些注入原子被制备在热平衡态上。这些原子起着低温热源的作用。对于一

个很短的时间间隔τ(这个近似的可靠性由后面的参数得到证实
√

mλτ ∼ 10−1)我们可以取如下近似

Cm(τ) ' 1− 1
2
mλ2τ2, (4.14)

Sm(τ) ' √
mλτ. (4.15)

这样利用方程(4.7)便得到了腔场平均光子数〈n (t)〉的运动方程
d

dt
〈n (t)〉 = µ[(2pe − θ) 〈n (t)〉+ 2pe]− ν

Q
〈n (t)〉 , (4.16)

其中

µ =
rλ2τ2

2
, (4.17)

θ = |c1|2 + |c2|2 + 2Re(ξc1c
∗
2), (4.18)

Re(ξc1c
∗
2)表示ξc1c

∗
2的实部。

在热平衡的时候，原子的布居数pe，|c1|2和|c2|2满足
pe

|c1|2 =
pe

|c2|2 = exp(− ~ν
kT

), (4.19)

这里k是玻尔兹曼常数，T是被热化的原子的温度。由于辐射场的弛豫时间非常短，在下面的讨论中

我们会直接用到平均光子数运动方程(4.16)的稳态解

〈nE〉 =
n

1 + ζ(T )
(4.20)

来取代平均光子数随时间变化的值〈n (t)〉。这里的n是没有原子相干性和腔的漏损时的平均光子数的

稳态解

n =
2pe

|c1|2 + |c2|2 − 2pe

, (4.21)

而

ζ(T ) =
n

pe

[Re(ξc1c
∗
2) +

ν

2µQ
] (4.22)

是一个与温度有关的量，它还包含了腔的漏损和原子的退相位等因素。

我们设想光场服从一个有效温度为T ′的玻色分布

〈nE〉 =
1

exp[~ν/(kT ′)]− 1
. (4.23)

在高温极限时，我们可以取如下近似(对于微波腔量子电动力学系统和电路量子力学系统，当有效温

度T ′取为室温或更高时，这个近似是可靠的。)

〈nE〉 ≈ kT ′

~ν
, n ≈ kT

~ν
. (4.24)
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进一步，T ′可以近似地表达为[46]

T ′ =
T

1 + ζ(T )
. (4.25)

不难看出，有效温度T ′不同于T是由于原子相干性和腔的漏损导致。很显然，当Q →∞和Re(ξc1c
∗
2) =

0，有效温度T ′就会回到T。也就是说，当入射原子没有量子相干性而且腔是完全理想的情况下，光

子场的有效温度就回到了入射原子的温度。
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Figure 10: 一个光子卡诺热机的温度-熵循环示意图。这里我们既没有考虑腔的漏损，也没有考虑原子的

退相位，也就是说在这里我们取了ξ = 1，Q → ∞。此外我们考虑了一个特殊的相角Arg(c1c
∗
2) = π。这样

导致光子的有效温度T ′h比Th高出一定量∆Th = nhTh

∣∣ch
1ch∗

2

∣∣ /Ph
e。

4.1.3 包含量子相干性的光子热机循环

我们的光子卡诺热机循环包括两个量子等温过程和两个量子绝热过程[67] (见图10)。从现在开

始我们用下标（或者上标）h和l分别标志量子等温膨胀过程和量子等温压缩过程。例如nh和nl分别代

表在量子等温膨胀过程和量子等温压缩过程中的n

ni =
2pi

e

|ci
1|2 + |ci

2|2 − 2pi
e

, i = h, l. (4.26)

在量子等温膨胀过程中，从一个热平衡态1到另一个热平衡态2(见图10)，注入的三能级原子的两个

基态带有一定量子相干性ρh
A (0) ≡ ρA (0)。但是在等温压缩过程3 −→ 4中(见图10)，注入的原子被制

备在热平衡态上

ρl
A (0) = pl

e |e〉 〈e|+ |cl
1|2 |g1〉 〈g1|+ |cl

2|2 |g2〉 〈g2| . (4.27)

从上面的事实以及方程(4.22)不难发现，在等温膨胀过程1 −→ 2中，

ζh(Th) =
nh

ph
e

[Re(ξch
1ch∗

2 ) +
νh

2µQ
], (4.28)
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但是在等温压缩过程3 −→ 4中

ζl(Tl) =
νlnl

2µQpl
e

. (4.29)

我们用光子场的熵的表达式[46]

Si = k ln
(〈

ni
E

〉
+ 1

)
+
~νi 〈ni

E〉
T ′i

(i = h, l) (4.30)

来计算量子等温过程的热传递。在一个卡诺循环中，辐射场对外做功量∆W = Qin −Qout。其中

Qin = T ′h[Sh (2)− Sh (1)], (4.31)

Qout = T ′l [Sl (3)− Sl (4)], (4.32)

分别是在等温膨胀过程1 −→ 2中吸收到腔场中的热量和等温压缩过程3 −→ 4中腔场释放出去的热

量。

与文献[67]中的光子热机循环类似，在本章讨论的光子热机循环的等温膨胀过程1 −→ 2中，辐

射场的频率（也就是腔场的共振模式）变化很小

[ν (1)− ν (2)]
ν (1)

¿ 1. (4.33)

也就是说，我们可以取如下近似

ν (1) ≈ νl ≈ ν (2) , (4.34)

ν (3) ≈ νh ≈ ν (4) . (4.35)

在量子绝热过程中，平均光子数不发生变化，也就是

〈nh

E (2)〉 = 〈nl

E (3)〉 , (4.36)

〈nh

E (4)〉 = 〈nl

E (1)〉 . (4.37)

从方程(4.24)我们得到
ν (1)
T ′h

=
ν (4)
T ′l

,
ν (2)
T ′h

=
ν (3)
T ′l

. (4.38)

从上面这些结论以及方程(4.30)我们有

Sh (2)− Sh (1) = Sl (3)− Sl (4) . (4.39)

因此，在高温极限时，光子热机的效率η = (Qin −Qout) /Qin可以表达为η = 1− T ′l /T ′h [67] 或者

η = 1−
[
1 + ζh(Th)
1 + ζl(Tl)

]
Tl

Th

. (4.40)
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4.2 原子退相位（dephasing）及光场耗散对量子热机的影响

根据上面的结论我们现在可以分别讨论原子退相位和腔场的漏损对于光子热机性质的影响。首

先我们考虑腔的漏损（光子耗散）对光子热机的影响。为了突出重点，我们考虑没有原子退相位的情

况，ξ = 1。在理想的情况下腔的漏损可以忽略，也就是Q →∞，光子热机的效率(4.40)简化为

η = 1− [1 +
nh

ph
e

Re(ch
1ch∗

2 )]
Tl

Th

. (4.41)

上式就是文献[46]中的结论。这个结论似乎告诉我们，从原则上讲，如果我们能够很好的控制相

角θ =Arg(ch
1ch∗

2 )，也就是总是选取θ = π，这个光子热机便可以从单一热源吸热并对外做功。这显示

了“量子热源”的优越性–我们能够从“量子热源”获得比经典热源更多的有效功。然而在腔的漏损非

常严重时，也就是腔的品质因子非常小Q → 0，光子热机的效率衰减到零(这一点很容易验证)

η → 1− νhnhpl
e

νlnlph
e

Tl

Th

≈ 0. (4.42)

这一点也可以从方程(4.25)直观看出来。当腔的品质因子变得非常小，以至于光场达到稳态时几乎没

有光子可以稳定停留在腔内。结果，两个等温过程中光场的有效温度T ′h和T ′l都变得非常低，“工作物

质”也几乎不能对外做功，因而光子热机的效率降到了零。从数学上可以证明：η是Q的单调递增函

数，当Q小到接近零时，光子热机的效率也降低到零。

第二，我们考虑原子的退相位。从文献[20, 60, 70, 71]中我们知道，实际实验装置中退相位的时

间比原子和腔的寿命短得多。当原子和环境耦合很短的时间τ以后，原子密度矩阵中与量子相干性有

关的这一项Re(ξch
1ch∗

2 )变得非常小。我们可以作这样假设：在很短的时间τ内，ξ衰减到零。这样光子

热机的效率(4.40)简化为

η = 1−
[
1 + νhnh(2µph

eQ)−1

1 + νlnl(2µpl
eQ)−1

]
Tl

Th

. (4.43)

原则上讲，如果腔是完全理想的Q → ∞，我们可以从光子热机的效率(4.43)重新得到经典卡诺热机

的最大效率η = 1 − Tl/Th。也就是说，如果没有腔的漏损，原子的完全退相位使光子热机变成了一

个理想的（可逆的）经典热机。与此类似，当腔漏损非常严重时Q → 0，光子热机的效率(4.43)减小

为零(4.42)。

最后我们来分析这个光子热机的“正功条件”[31, 32, 33]。正功条件是指在这个条件被满足时，光

子热机才能够对外做正功。从方程(4.40)我们知道这个光子热机的正功条件∆W = Qin −Qout > 0可

以表达成

Th >
1 + ζh(Th)
1 + ζl(Tl)

Tl, (4.44)

其中[1 + ζh(Th)]/[1 + ζl(Tl)]既可能大于1，也可能小于1。如果[1 + ζh(Th)]/[1 + ζl(Tl)]小于1，这个

奇怪的结论似乎与我们的直观理解矛盾（正如同在文献[46]中的情形一样）。这些奇怪的结论根源

于（在热机的等温膨胀过程中）原子的初态并非处在热平衡态上。换句话说，由于原子的初态带有一

定的量子相干性，因而它偏离热平衡态，在等温膨胀过程中用来描述原子的“温度”Th本质上说不能
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Figure 11: 一个光子卡诺热机的温度-熵循环示意图。由于和环境自的耦合，原子的相干性被破

坏掉了，也就是ξ −→ 0。腔的漏损导致光场的有效温度降低。这里∆Th = nhThνh/
(
2µP l

eQ
)
，以

及∆Tl = nlTlνl/
(
2µPh

e Q
)
.

被理解成为一个真实的热力学的温度。我们还想指出：当

1 + ζh(Th)
1 + ζl(Tl)

< 1 (4.45)

时，热力学第二定律没有被违反，因为制备入射原子的相干性需要消耗外部的能量[68]。如果全盘考

虑，制备原子相干性所需要的消耗的能量将会抵消上述能量“盈余”，从而阻止热力学第二定律被违

反的情形出现。另外，我们选择相位θ = π本身类似于一个麦克斯韦妖的操作，但是我们并没有把对

麦克斯韦妖的信息擦除包括到整个热力学循环中来（我们还将在后面一章仔细探讨这个问题）。后面

会看到，如果全盘考虑所有的因素后，热力学第二定律不会被违反。

5 麦克斯韦妖，量子热机及热力学第二定律

5.1 麦克斯韦妖佯谬

麦克斯韦妖是一种能够区分单个气体分子速度的假想物（见图14(i), 它能够让一个容器内运动

快（“热”）的分子和运动慢（“冷”）的分子分别占据不同的区域，从而使容器中不同区域的温度不

同 [15]。这个结论似乎与热力学第二定律违背：当把高温和低温分子集合当成两个热源，在它们之间

放置的热机，能够利用温差对外做功。综合来看，麦克斯韦妖的引进，使得“从单一热源吸热完全转

化为对外做功”成为可能，从而出现了违反热力学第二定律的第二类永动机。这个是1873年麦克斯

韦对热力学第二定律的质疑，后来物理学家称之为“麦克斯韦妖佯谬”。

在相当长的时间内，物理学家们没有能够对“麦克斯韦妖佯谬”给出一个很满意的解释。这个问

题的一个重要的进展是1929年匈牙利物理学家Leo Szilard引入的单分子热机模型[16]（见图14(ii)）。
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在这个简化了的麦克斯韦妖热机模型中，Szilard首次将信息的概念引入到热力学循环中。他直观地

觉得，麦克斯韦妖测量分子处于左边还是右边是一个获取信息的过程，可能会消耗能量，从而导致

整体的熵增加。如果把这个消耗包含到热力学循环中来，热力学第二定律就不会被违反，麦克斯韦

妖佯谬也就迎刃而解了。

可是Szilard的解释并没有被广泛接受，在随后的几十年内，对这个问题的争论一直没有停止。

在1961年，麦克斯韦妖佯谬的研究有了一个革命性的突破出现。在研究计算过程的热力学本质

时，IBM Watson 研究所的物理学家R.Landauer发现了一个著名定理[72]：擦除1比特的信息将会

导致kBT ln 2的热量的耗散[17]。这就是我们今天所说的Landauer原理(它的证明思想如图13所示)，

它把信息理论和物理学的基本问题联系起来。这个原理被提出后不久，R. Landauer的同事C. H.

Bennett意识到信息擦除与麦克斯韦妖佯谬问题有极其密切的关系。他在1982年[18]利用Landauer原

理从原理上解决了麦克斯韦妖佯谬[15]。

5.2 有麦克斯韦妖参与的量子热机循环

根据前面提到的Szilard单分子热机中麦克斯韦妖的特点：麦克斯韦妖的操作总是一种“条件性”

的操作（如果它发现粒子处于左边他就记录在左边，如果它发现粒子在右边他就记录在右边；如果

它发现自己记录在右边就让粒子向左边做功，如果它发现自己记录在左边就让粒子向右边做功）。这

和量子计算中的一个两比特逻辑门操作–控制非门（CNOT）非常类似。因为控制非门的操作也正好

是一个“条件性”的操作：如果控制比特处在1就翻转目标比特；如果控制比特处在0就不翻转目标比

特。基于上述相似性，我们希望用两比特逻辑门操作来模拟麦克斯韦妖的功能。在这里提出一个新

的集成了量子麦克斯韦妖的量子热机模型（后面我们把“麦克斯韦妖”简称为“妖”）。我们将通过这

个模型来演示麦克斯韦妖的两个基本功能：妖对工作物质的状态进行量子测量并记录，以及妖根据

测量的结果对工作物质进行反馈控制，让其对外做功。我们会在量子力学的框架内演示麦克斯韦妖

的作用。我们设计的量子热机循环包含三个基本的步骤(i)一个控制非门的操作，这个操作是麦克斯

韦妖对工作物质的预测量。通过这个步骤，妖可以提取工作物质的信息。(ii)麦克斯韦妖（根据已掌

握的信息）对工作物质进行反馈控制，让它对外做功。(iii) 麦克斯韦妖和工作物质退纠缠，并且与各

自的热库耦合，从而达到各自热平衡态。其中对妖的热化过程就是对妖的信息擦除过程。麦克斯韦

妖在前两个步骤中发挥作用。后面我们还将展示：如果把对麦克斯韦妖的信息擦除包含到热力学循

环中，违反热力学第二定律的永动机就不会出现了，麦克斯韦妖佯谬问题不复存在了。本章的模型

是对C. H. Bennett从原理上对麦克斯韦妖佯谬问题解决的一个新的例证和新的诠释。

5.2.1 未考虑对麦克斯韦妖信息的擦除

让我们来考虑一个新版的西拉德(Leo Szilard)单分子热机[16]。这个量子热机的工作物质是一个

二能级量子力学系统(如自旋1/2系统)。它的基态和激发态分别用|0〉和|1〉来表示。二能级系统的能级
差是∆。我们首先让这个二能级系统和一个温度为T的热库耦合。经过足够长的时间之后，这个二能
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Figure 12: Maxwell妖和Szilard的一个单分子热机模型：(i)通过判断分子速度的大小，Maxwell妖通开关

阀门、造成容器的不同区域的温度不同。(ii) Szilard提出的单分子热机模型，是一个简化了的麦克斯韦妖

热机模型。其本质把信息的概念引入到了热力学循环中来。如图所示，麦克斯韦妖的作用是: 1)确定分子

处在左边还是右边并且记录信息，和2)根据它掌握的信息让单分子推动活塞对外做功:如果它发现分子在

左边就让它向右运动做功，如果它发现分子在右边就让它向左边运动做功。Szilard直观地认为，麦克斯韦

妖测量分子处于左边还是右边的过程会消耗功，从而导致整体熵增。这保证了热力学第二定律不会被违

反。
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Figure 13: Landauer原理与擦除信息：通过外力做功的办法擦除信息，记忆单元中的分子都确定地处于在

容器的左边。(a)分子开始以50%的几率处于A或者B区域，信息熵为S = kB ln 2。(a → b) 不管分子在右边

还是在右边，从右边向左推动活塞，等温压缩气体（图b）。当活塞达到中间时（图c），分子最后在确定的

左态,信息完全擦除。在此过程中，外界对系统做功W = kBT ln 2，而系统的Shannon信息熵从ln 2 变到0，

因此外界的熵就会增加。

级系统和热库达到热平衡状态。这个热平衡态可以用密度矩阵ρ(0)来描述。

ρ(0) = p(1)|1〉〈1|+ p(0)|0〉〈0|, (5.1)

其中，二能级系统在各个能级上的布居数p(1)和p(0)完全由热库的温度T以及二能级间的间距∆决

定p(1) = exp(−β∆)/z, p(0) = 1/z, z = 1 + exp(−β∆)。第二步，麦克斯韦妖对这个二能级系统作一

次测量。如果测量的结果确定系统处于激发态，妖就翻转二能级系统，让它对外做功，这个翻转过程

中二能级系统对外做功量是∆。如果测量结果确定系统处于基态，那么就不翻转二能级系统，因而二

能级系统也不会对外做功。上述步骤完成后再让这个二能级系统和热库开始耦合，一个新的循环又

开始了。这是一个有麦克斯韦妖参与的三步（三冲程）量子热机。（类似的讨论还可以见文献[31]）。

很容易看出，这个复合量子热机热机的净效果是从单个热库吸热，并把吸收的热量全部转化为对外

做功。平均一个周期热机对外做功量是P1∆。这里似乎出现了第二类永动机。这里出现的看似对热

力学第二定律“违反”的现象，是由于在整个循环中未考虑对麦克斯韦妖信息的擦除。这个模型其实

是“麦克斯韦妖佯谬”的量子力学推广。然而，当麦克斯韦妖被包含在热力学循环中来的时候，这个

所谓的“佯谬” 不复存在了，就不会有对热力学第二定律的违反，这个所谓的“佯谬”也不复存在了。

下面我们来看对麦克斯韦妖的信息擦除包含到热力学循环中来的情形。
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(a) (b) (c)

(d)(e)(f)

Figure 14: Bennett的解释：Mexwell妖参加了热力学循环过程，它应当作为循环做功物质或热机不可忽略

的一部分。在热力学循环过程中重启时，热机必须恢复初始状态，而作为热机的一部分的Maxwell妖也必

须如此。对于要来说，它要做的就是清空自己记忆的信息，这需要额外的能量。这里上部分为热机，下面

的部分为Maxwell妖。(a)初始时，单分子热机的分子可以在整个空间里自由运动，Maxwell妖记忆单元中

分子位于左边。(b)Maxwell妖在热机的中间加上一个挡板，同时自己也记忆了分子的位置信息，相应地

把自己的记忆单元中的分子置于右边。(c,d)这两个过程中热机可以对外做功，单独地从热机考虑，我们

就会认为热力学第二定律被违反了。但是这里一个循环并没有完成：Maxwell妖的记忆单元并没有完成

重置。(e,f)这里完成了记忆单元的重置，擦除记忆单元中的信息需要外界做功。对于准静态过程，热机由

于Maxwell妖对外做的功和外部清除Maxwell记忆单元的功是相同的，即kBT ln 2。因此把Maxwell要作为

一部分考虑后，热力学第二定律并没有被破坏。

System’s bath  (TS) 

Demon’s bath  (TD)

S

D

S∆

D∆
1

D
0
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0
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1
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inQ
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Figure 15: 一个有麦克斯韦妖参与的量子热机循环的示意图。量子比特S是“工作物质”，它被麦克斯韦

妖（另一个量子比特）D监视和控制。中间的一个包含有字母“c”的圆圈表示S和D之间的可控的耦合。S

加上D构成了整个量子热机的主要部分。Qin和Qout代表热机的吸热和防热；W代表热机的对外做功。根

据Landauer原理，如果把对妖怪D的信息擦除包含到热力学循环中来，热力学第二定律被违反的情况就不

会出现。
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5.2.2 考虑对麦克斯韦妖信息的擦除

图15中的量子热机的主体部分是个两比特组成的复合系统：“工作物质”S和“量子麦克斯韦

妖”D。他们分别与温度为TS和TD的两个热库耦合。利用泡利矩阵σ
(F )
α (F = S, D;α = x, y, z), 这两

个二能级耦合系统的哈密顿量可以表示为

HI =
∑

F=S,D

∆F σ(F )
z + EL (σ(S)

x σ(D)
x − σ(S)

y σ(D)
y ), (5.2)

其中∆F是量子比特的能级差，EL是S和D之间可控的耦合强度。利用方两量子比特间可控的XY型

的相互作用(5.2)，我们可以实现各种量子逻辑们操作 [73]。顺便指出，类似的哈密顿量在文献

[74] 中被用来研究量子热机的“摩擦”行为。后面我们将看到，这里讨论的量子热机循环与文献

[32, 31, 33, 56, 63, 74]中讨论的量子奥托循环很类似。现在我们来研究这个量子热机循环的每一个

步骤，并且来计算每一步骤中的做功和热交换。

S1 : 通过调解EL = 0，使S和D解耦合，并且让他们分别与温度为TS和TD 的两个热库耦合。两

个量子比特S和D将分别与他们各自的热库达到热平衡。我们来仔细讨论一下两个量子比特与热库

的热化问题。两个热库可以用两组处于不同温度，如TS和TD，的多模谐振子来模拟。对于频率为ωF

(F = S, D)的模式，这两个热库的平均热激发为n(TF , ωF ) = 1/[exp(βF ωF ) − 1]。热化过程完成后，

量子比特的两能级上F的布居数之差可以利用下式求得[60]

〈σ(F )
z (t)〉 =

1
2

(〈σ(F )
z (0)〉MF + 1

)
e−2γF t − (1/MF ) , (5.3)

其中MF = 1 + 2 n(TF ,∆F )是不随时间变化的。量子比特F的衰减率γF依赖于具体的物理系统。

当t À 1/γF时，量子比特F将会趋近于它的稳态ρF (1)，这个稳态可以用下面的密度矩阵描写

ρF (1) = pF (1) |1F 〉 〈1F |+ pF (0) |0F 〉 〈0F | , F = S,D. (5.4)

这里pF (1) = exp(−βF ∆F )/zF和pF (0) = 1/zF是二能级系统的布居数；zF = 1 + exp(−βF ∆F )是

配分函数，βF = 1/(kBTF )，其中kB是玻尔兹曼常数。从方程(5.3)我们可以看出〈σ(F )
z (t → ∞)〉s =

−1/MF。利用pF (1)± pF (0) = 〈σ(F )
z (t)〉(1∓1)/2，我们可以进一步得到二能级系统稳态布居数pF (1) =

(1− 1/MF )/2。需要强调的是，方程(5.3)中S的平均值的渐进行为〈σ(F )
z (t →∞)〉s与系统最初的状态

无关，因为最初的状态被量子耗散擦除了，其衰减率为γF。无论系统的初态是什么，两个量子比特S

和D最终都会与它们各自的热库的达到热平衡。我们选择了S和D的基态能为能量零点。整个系统被

热化以后的状态ρ(1) = ρS(1)⊗ ρD(1)可以表示为

ρ(1) = p1,1
S,D |1, 1〉〈1, 1|+ p1,0

S,D |1, 0〉〈1, 0|+ p0,1
S,D |0, 1〉〈0, 1|+ p0,0

S,D |0, 0〉〈0, 0|, (5.5)

其中F, F ′ = S,D，q, q′ = 0, 1, |q, q′〉 ≡ |qS〉 ⊗ |q′D〉，pq,q′

F,F ′ ≡ pF (q) pF ′ (q′)是联合几率。

S2 : 第二步是一个控制非门(CNOT)操作。可以把它理解成麦克斯韦妖对工作物质S的量子预测

量[75]。只有当S处在激发态的时候翻转D[76]。在这一步骤中，麦克斯韦妖D获取并记录了有关工作
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物质S的信息。这个控制非门[73]可以利用哈密顿量(5.2)来实现。而且这个过程进行得如此之快，以

至于在此过程中S和D与热库的相互作用可以被忽略。在第二步完成以后，描写整个系统的密度矩阵

由ρ(1)变成了

ρ(2) = p1,1
S,D |1, 0〉〈1, 0|+ p1,0

S,D |1, 1〉〈1, 1|+ p0,1
S,D |0, 1〉〈0, 1|+ p0,0

S,D |0, 0〉〈0, 0|. (5.6)

ρ(2)态的熵与ρ(1)态的熵是相等的，也就是说测量不会导致熵增[17, 18, 77, 75]。这一点和Landauer原

理非常吻合。

S3 : 在第三步中，麦克斯韦妖D根据它获得的有关工作物质S的信息，控制工作物质对外做功。

在物理上讲，这个步骤是工作物质经历一个条件动力学演化(CEV) Uc。这个条件动力学演化也可

以利用前面提到的哈密顿量(5.2)实现。也就是|qS〉 ⊗ |q′D〉 → (Uc)q′ |qS〉 ⊗ |q′D〉，Uc |qS〉 = |q̃S〉。其
中

∣∣1̃S

〉
= cos θ |1S〉 + sin θ exp(iϕ) |0S〉，和

∣∣0̃S

〉
= − sin θ |1S〉 + cos θ exp(iϕ) |0S〉是工作物质S经过

条件动力学演化以后达到的状态；θ和ϕ是实参数。控制非门操作实际上是一种特殊的条件动力学演

化（θ = π/2）。第三步骤完成以后，描写整个系统状态的密度矩阵就由ρ(2)演化成

ρ(3) = p1,1
S,D |1, 0〉 〈1, 0|+ p1,0

S,D

∣∣1̃, 1
〉 〈

1̃, 1
∣∣ + p0,1

S,D

∣∣0̃, 1
〉 〈

0̃, 1
∣∣ + p0,0

S,D |0, 0〉 〈0, 0| . (5.7)

在上述的第二步和第三步中，态的改变可以表示为下式

|0, 0〉 ⇁ CNOT |0, 0〉 ⇁ CEV |0, 0〉
|0, 1〉 ⇁ CNOT |0, 1〉 ⇁ CEV |0̃, 1〉
|1, 0〉 ⇁ CNOT |1, 1〉 ⇁ CEV |1̃, 1〉
|1, 1〉 ⇁ CNOT |1, 0〉 ⇁ CEV |1, 0〉

(5.8)

最后，通过设置耦合强度EL = 0，让工作物质S和麦克斯韦妖D完全解耦，并且让他们与各自的

热库重新耦合。这样，一个新的循环开始了。在热化过程中没有做功，但是热库与S和D之间有热交

换。D的热化过程本身是一个“信息擦除”的过程。这种利用低温热库来实现的“零做功”的信息擦

除方法首先是由E. Lubkin在文献[78]中引入的。

对于上面描述的一个热力学循环，热机的做功量是W = − (E′′
S + E′′

D − ES − ED) = ∆S(p1,0
S,D −

p1,0
S,D

∣∣〈1̃ |1〉∣∣2 − p0,1
S,D

∣∣〈0̃ |1〉∣∣2) + ∆D(p1,1
S,D − p1,0

S,D)，这里的E′′
S (ES)和E′′

D (ED)分别是工作物质S和

麦克斯韦妖D完成第一步（第三步）以后的内能。工作物质从热源吸收的热量为Qin = ES − E′′
S =

∆S(p1,0
S,D − p1,0

S,D

∣∣〈1̃ |1〉∣∣2 − p0,1
S,D

∣∣〈0̃ |1〉∣∣2)。基于上述结论，这个热机的工作效率η可以表述为

η =
W

Qin

= 1− ∆D

∆S

ξ, (5.9)

其中

ξ = csc2 θ
(
p1,1

S,D/p1,0
S,D − 1

) (
p0,1

S,D/p1,0
S,D − 1

)−1
. (5.10)

方程(5.9)隐含了ξ ≥ 0 (以确保工作效率η < 1)。方程(5.10)中ξ的第一个因子是大于零的，同时，第二

个因子（可以简化为exp(−βD∆D)− 1）是负的。因此，我们得出结论ξ(5.10)的第三个因子也是负的。
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Figure 16: 一个等价于量子奥托热机循环的量子热机循环的示意图。这个量子热机循环包含两个步

骤：1)一个两量子比特间的SWAP操作，如图（b），和2)一个与它们各自热库的热化过程，如图（a）。

图(c)表示从图（b）到图（a）的中间过程。这里的SWAP操作取代了量子奥托热机循环的两个量子等容过

程（见图7）。

这导致TS ≥ TD(∆S/∆D)。它和简单量子奥托热机的正功条件（见表3.2及文献[31, 32, 33, 56, 63]）

正好一致。这种一致性是非平庸的。在这里TS和TD是热力学循环中与量子比特S 和D耦合的热库的

温度。这与文献[31, 32, 33, 56, 63]中的温度不同，那里的温度是热力学循环的两个等容过程中热库

的温度。这个有麦克斯韦妖参与的量子热机循环很容易让人联想到前面的量子奥托热机，尤其是基

于二能级系统的量子奥托热机。因为它们两者的正功条件的形式完全一样，热机效率也很相似。下

面我们就来看这个复合量子热机是如何等同于一个简单量子奥托热机的。

5.2.3 一个等效的量子奥托热机的循环

我们要探讨的一个等价于量子奥托热机循环的热力学循环，它与文献[76]中提到的量子热机循

环以及我们最近在文献[62]中给出的一个量子热机循环很类似。如图16示意的那样，我们用两个二能

级系统（两个量子比特）作为工作物质。这两个量子比特分别用S和D来表示。相应的，它们的能级差

分别用∆S和∆D来表示。两个热源的温度分别是TS和TD。不失一般性，我们作如下的假定：TS > TD

以及∆S > ∆D.

这个量子热机循环包含两个步骤：1) 让这两个量子比特之间解耦合，并且让它们与各自的热库

耦合。直至它们与各自的热库达到热平衡；2)开启两个量子比特间的耦合并且完成一个SWAP操作。
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这两个步骤分别见图16(a)和16(b)。步骤1)完成后，两个量子比特的状态可以用下面的密度矩阵来描

写

ρi(1) =
1
Zi

[|0〉i 〈0|i + e−βi∆i |1〉i 〈1|i
]
, (i = S,D), (5.11)

其中βi = 1/kBTi。为了简单起见，我们在这里选取了基态的本征能为能量零点。完成步骤2)以后，描

述系统状态的密度矩阵变成了

ρS(2) =
1

ZD

[|0〉S 〈0|S + e−βD∆D |1〉S 〈1|S
]
, (5.12)

ρD(2) =
1

ZS

[|0〉D 〈0|D + e−βS∆S |1〉D 〈1|D
]
. (5.13)

这两个步骤完成以后，让两个量子比特解耦合，并且重新让它们与各自的热库接触。一个新的热力

学循环又开始了。

现在来计算步骤1中量子比特S的吸热量和量子比特D的放热量了：

Qin = Tr[HρS(1)]− Tr[HρS(2)] = ∆S

(
1

ZS

e−βS∆S − 1
ZD

e−βD∆D

)
, (5.14)

Qout = Tr[HρD(2)]− Tr[HρD(1)] = ∆D

(
1

ZS

e−βS∆S − 1
ZD

e−βD∆D

)
. (5.15)

这个量子热机（循环）的效率η可以直接计算如下

η =
Qin −Qout

Qin

= 1− ∆D

∆S

, (5.16)

且它的正功条件是TS > (∆S/∆D)TD。因此，由这两步骤构成的热力学循环完全等价于一个量子奥

托热机的循环。

我们在这里还顺便提一下一个基于两比特SWAP操作的等效量子卡诺循环。这个等效量子卡诺

循环包含三个步骤：1)让这两个量子比特解耦并且让它们与各自的热库耦合，并且经历一个量子等

温过程，2) 开启这两个量子比特间的耦合，并且完成一个SWAP操作，以及3) 让这两个量子比特解

耦合，并且与它们各自的热库也解耦合，然后经历一个量子绝热过程使它们回到步骤1)的初态。在文

献[76]中，作者研究过一个类似的等效量子奥托热机循环和等效量子卡诺热机循环。在那里SWAP操

作被分解成了三个CNOT（控制非门）操作。

5.2.4 麦克斯韦妖佯谬的解决及热力学第二定律的普适性

了解了上面的这个等价于量子奥托热机循环的量子热机循环之后，我们进一步来理解上述麦克

斯韦妖佯谬问题。

对于有麦克斯韦妖参与的量子热机循环中的条件动力学演化（第三步），当我们选择i) 条件动

力学演化为特殊的情形θ = π/2，也就是一个控制非门，以及ii)麦克斯韦妖的热源的温度TD足够低，

以至于exp(−βD∆D) ¿ 1，也就是麦克斯韦妖几乎被它的热库“擦除”到它的基态ρD (1) ≈ |0D〉 〈0D|
[78]，我们的复合量子热机的效率(5.9)变为η = 1 − (∆D/∆S)。这正是一个简单量子奥托热机循

环（没有麦克斯韦妖参与）[31, 32, 33, 56, 63]的效率，也就是我们上面提到的等价于量子奥托热机循
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环的量子热机循环的效率。否则，这个热机的效率(5.9)比一个简单量子奥托热机的效率低。这是因

为i)当TD足够低的时候，麦克斯韦妖能够被擦除到一个零熵的“标准态”（standard state）[18, 78]，这

样它可以最有效地获取系统的信息，以及ii) 相对于所有的条件动力学的演化来说，控制非门是最有

效的对外做功的操作。因此，我们的模型给出了一个非常好的例子，来展示了如何利用Landauer原

理解决量子麦克斯韦妖佯谬问题。我们的研究在更广泛的范围内确证了热力学第二定律的正确性和

普适性。

这里有麦克斯韦妖参与的量子热机模型可以用一个真实的物理系统：超导量子电路来演示，详

细的实现请参见文献[62]。

6 从量子纠缠看量子统计热力学和量子相变

6.1 热化过程，量子纠缠与“广义正则原理”

6.1.1 微正则系综和正则系综

传统的统计力学的教科书，例如文献[38]，都假定系统和无穷大热库构成一个封闭的系统，而且

假设系统和无限大热库间的耦合能相对于系统和热库的能量可以忽略。对于一个封闭的物理系统，

能量在E到E + ∆E之间有大量的微观态。微正则系综假设所有这些微观态出现的概率是相同的。

等几率假设: 具有相同的宏观量（能量E)的微观态中每个态出现的几率相等。

作为微正则系综的基本假设，等几率假设不能从任何的基本物理原理建立起来，这仍然是一个

尚未解决的问题。最近量子信息中关于量子纠缠的研究使人们开始从新的角度考虑这个问题。关于

这个问题的讨论将在下面的章节展开。

利用微正则系综的等概率假设，可以直接求出和外界有接触的系统的约化密度矩阵满足吉布

斯（正则）分布（非对角元为零）。正则系综中所研究的物理系统和大热源接触达到平衡态。经典的

正则系综中，系统的体积和粒子数保持固定，但是与大热源之间存在热交换。大热源提供了一个确

定的温度，而系统的能量是一个变量。此时，系统和热源构成一个大的孤立系统。在这里我们假设

系统和大热源之间的相互作用能量ESB很小，远远小于系统的能量ES和热源的能量EB, 可以忽略不

计。但是这部分相互作用的能量ESB 6= 0，否则二者就成为彼此孤立的系统。实际，在动力学上这种

相互作用的大小标志了系统和大热源接触被热化的时间的快慢。在忽略了相互作用以后，我们可以

假设系统的总能量

E = ES + EB (6.1)

是一个确定的常数。对于系统和大热源所构成的复合孤立系统，能量是E的微观态的都是等几率出

现的。假设对于能量为E的微观态的总数为Ω(E)，那么单个微观态出现的几率就是P = 1/Ω(E)。

下面我们将从哈密顿量和密度矩阵的角度来讨论如何从微正则系综得到正则系综。整个复合体

系的哈密顿量H = HS + HB + V，其中V是系统和热库之间的相互总用。对于系统，其本征态记
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为|n〉：HS |n〉 = En|n〉。一般的，热库是有多模的体系构成HB =
∑

j Hj，每个模式相应的本征态记

为nj：Hj |nj〉 = εn
j |nj〉。对于微正则系综，复合孤立体系的密度矩阵可以写成如下形式：

ρ (E, δ) =
1

DN+1 (E, δ)

∑

(n,{nj})E,δ

|n〉 〈n| ⊗
∏

j

|nj〉 〈nj |

=
1

DN+1 (E, δ)

∑
n


|n〉 〈n| ⊗

∑

{nj}E−En,δ

∏
j

|nj〉 〈nj |

 . (6.2)

这里的求和的限制就是前面公式6.1中总能的限制，在这里具体的就是：

E < En +
∑

j

εj < E + δ. (6.3)

从微正则系综过渡到正则系综，在这里就是消除大热库B的自由度得到系统S的约化密度矩阵：

ρS = TrBρ

=
∑
mj

N∏
j

〈mj | ρ (E, δ) |mj〉

=
1

DN+1 (E, δ)

∑
n


|n〉 〈n| ⊗

∑

{mj}

∑

{nj}E−En,δ

N∏
j

δmj ,nj




=
1

DN+1 (E, δ)

∑
n


|n〉 〈n| ⊗

∑

{nj}E−En,δ

1




=
1

DN+1 (E, δ)

∑
n

DN (E − En, δ) |n〉 〈n| (6.4)

这里的DN (E − En, δ)表示大热库的能量在E到E + δ之间的微观态的数目。系统的能量为En的态出

现的几率为Pn = DN (E − En, δ) /DN+1 (E, δ)。对于大热源，其能量
∑

j ε远远大于系统的能量En，

即En << E。系统的统计熵定义为S (E) := lnDN (E, δ)。因此把En作为小量展开得到

S (E − En) = S (E)− dS (E)
dE

En = S (E)− βEn, (6.5)

其中β = dS (E) /dE 定义为大热库的温度。在热力学极限N → ∞下，热库中的状态数DN (E, δ) ∼
DN+1 (E, δ)。此时系统状态出现的概率

Pn =
DN+1 (E − En, δ)

DN (E, δ)
∝ e−βEn . (6.6)

其对应的这正是正则系综的分布。至此我们从哈密顿量的角度重新表述了如何从微正则系综得到正

则系综。这种表述为下面讨论广义的正则热化奠定了基础。

6.1.2 动力学热化[79]

在讨论广义正则热化之前，我们先讨论一个量子系统在周围的环境的作用下如何趋向对应的

热态分布的。这里我们将从一个简单的例子入手：一个谐振子环境下的谐振子系统的演化。假设a†
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和a代表频率为ω的谐振子的产生和湮灭算子，a†j和aj(j = 1, 2, ..., N)代表频率为ωj的谐振子的产生

和湮灭算子。在旋转波近似下，总系统的哈密顿量是

H = ωa†a +
∑

j

ωja
†
jaj +

∑
j

(
ξjaja

† + h.c.
)
. (6.7)

在此哈密顿量下，算符的Heisenberg方程是

ȧ = −iωa− i
∑

j

ξjaj , (6.8)

ȧj = −iωjaj − iξ∗j a. (6.9)

定义a = Ae−iωt，得到关于A的Langevin方程为

A = −
∑

j

|ξj |2
∫ t

0

dt′A (t′) e−i(ωj−ω)(t−t′) + G (t) , (6.10)

这里的Browm力G (t) = −i
∑

j ξjaj (0) e−i(ωj−ω)t只和环境的初值有关。为了求解方程(6.10)，我们应

用Laplace变换A (s) = L (A (t))得到

A (s) =
a (0) + G (s)

s +
∑N

j=1
|ξj |2

s+i(ωj−ω)

, (6.11)

其中

G (s) = −i
∑

j

ξjaj (0)
s + i (ωj − ω)

. (6.12)

我们先通过Wigner-Weisskopff(WW)近似求解A (s)的奇点，即

s +
N∑

j=1

|ξj |2
s + i (ωj − ω)

= 0. (6.13)

在耦合系数ξj = 0时，s0 = 0。从而在弱耦合极限下，s0可以在0附近小量展开为

s0 = s0
0 + s

(1)
0 + s

(2)
0 + ... (6.14)

把上述近似解带入方程(6.13)，对比同次项的系数可以得到A (s)的奇点为

s0 = −γ

2
− i∆ω, (6.15)

γ = 2πρ (ω) |ξj |2 , (6.16)

∆ω = −
∫

ρ (ωj) |ξj |2
ωj − ω

dωj . (6.17)

在这个近似情况条件下，我们可以求得

A (s) =
a (0)

s + γ
2

+ i∆ω
− i

∑
j=1

ξjaj (0)
[s + i (ωj − ω)]

[
s + γ

2
+ i∆ω

] . (6.18)
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因此做反Laplace变换后，我们得到算符的演化关系式

a (t) = u (t) a (0) +
∑

j

vj (t) aj (0) , (6.19)

其中

u (t) = e−
1
2 γt−iωct, (6.20)

vj (t) = −ξje
−iωjt 1− e−i(ωc−ω)t− 1

2 γt

ωc − ωj − iγ
2

. (6.21)

这里ωc = ω + ∆ω表示重整化频率。在温度为T的环境中长时间的演化，谐振子系统会趋向相应的热

态。为了说明这点，下面我们研究谐振子的粒子数平均值随时间的改变：

a† (t) a (t) = |u (t)|2 a† (0) a (0) +
∑

vj (t)u∗ (t) a† (0) aj (0)

+
∑

j

u (t) a (0) v∗j (t) a†j (0) +
∑
j1,j2

a†j1 (0) aj2 (0) vj1 (t) v∗j2 (t) (6.22)

上式对环境自由度在温度为T的热态做平均得到

〈
a† (t) a (t)

〉
= e−γt

〈
a† (0) a (0)

〉
+

1− e−γt

exp
(

ω
kBT

)
− 1

. (6.23)

在得到这个式子的时候我们用到了

〈
a†j1 (0) aj2 (0)

〉
T

=
1

exp
(

ωj

kBT

)
− 1

δj1j2 . (6.24)

因此在长时间情况下，
〈
a† (t) a (t)

〉
=

1

exp
(

ω
kBT

)
− 1

. (6.25)

这正是温度为T时候的Bose分布。因此，在动力学上一个系统在热库环境的作用之下会趋向于相应

的热态的分布。对于更一般系统的动力学热化可以通过系统的主方程方法进行研究[80]，可以证

明Gibbs分布是系统在温度为T的环境中的静态解。

6.1.3 广义正则热化

量子统计物理学的两个基本假设是1)随机相位假设和2)等概率假设[81, 82]。综合起来就是微正

则系综假设。上述的第一个假设保证了描写微正则系综的密度矩阵的非对角元为零，而第二个假设

保证了对角元（各个态出现的几率）都相等。一般的教科书都从热库加系统构成的微正则系综假设

出发，导出系统的正则系综（吉布斯）分布[81, 82]。然而，最近有人[6, 7]指出上述的两个基本假设其

实是多余的，甚至有些误导。我们完全可以不引入上述的两个假设而直接利用量子纠缠证明系统的

正则系综（吉布斯）分布。这里为了区别起见，我们把除系统之外的部分统称为环境，以区别与有温

度的热库。其基本思想是：在热力学极限下，在系统加环境的波函数的集合中，绝大多数纯态波函数
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关于系统的约化密度矩阵都满足正则分布，（或者表述为：对于宇宙的一个足够小的子系统，几乎当

宇宙处于任意一个纯态时（不必是等概率分布的混态），这个子系统都近似地处于正则分布的热态）。

也就是说对于一个足够小的子系统，宇宙处于任何一个纯态或者处于一个等概率分布时候的状态不

可区分。这种现象被称为“广义正则原理”(general canonical principle)或“正则典型性”(canonical

typicality)。这样我们就完全放弃了量子统计力学的两个基本假设，而把量子统计力学完全建立在了

量子力学的基础之上。

这种广义的正则原理把微正则系综中关于系统总能量和总粒子数守恒(封闭系统)推广到更为普

遍的限制R。而这种广义的限制R所导致的系综就不再是正则系综的吉布斯分布，而是由R所代表的

守恒量所确定的广义的正则分布。

在广义正则热化过程中，系统和环境之间的纠缠扮演了重要的作用。如果系统和环境之间是简

单的直乘形式的直积态，那么约化后的系统的状态就不会是正则系综的Gibbs分布的状态。因此，满

足广义热化的状态是系统和环境之间的纠缠态。在文献[6, 7]中研究的系统和环境之间都是无相互作

用的，但是为了使系统和环境之间产生纠缠，它们之间的相互作用是不可或缺的。孙昌璞和其合作

者基于这点考虑了相互作用对广义热化原理的影响。

这里研究的是一个M能级的系统，对应的能级能量为{εn}，n = 1, ...M。环境是有N个模式的谐

振子构成，相应的谐振子的频率为{ωj}，j = 1, ..., N。系统和环境的自由哈密顿量是

H0 =
∑

n

εn |n〉 〈n|+
∑

j

ωja
†
jaj . (6.26)

这里构造一个精确可解的相互作用

HI =
∑
j,n

λn |n〉 〈n|
(
gja

†
j + h.c.

)
. (6.27)

其中λn是实数。这里[HS ,HI ] = 0。这种相互作用是典型非破坏量子测量的模型。系统的本征态可以

用一组量子数[n, {nj}]，记为

|n, {nj}〉 = |n〉 ⊗
N∏

j=1

|nj (n)〉 . (6.28)

对应的体系的能量E (n, {nj}) = εn (κ) +
∑N

j njωj 其中εn (κ) = εn − κλ2
n，|nj (n)〉 = D (αjn) |nj〉是

移动的Fock态，相应的算符D (αjn) = exp
(
αjna†j − h.c.

)
和移动量αjn = −λngj/ (2ωj)。这里κ =

∑
j |gj |2/ (4ωj)是系统相互作用的体现。、直观地，系统的能级由于相互作用而发生了修正：κ =

∑
j |gj |2/ (4ωj)。对于系统和环境组成的复合系统，总能量壳的限制在这里具体的表述为

E ≤ εn − κλ2
n +

N∑
j=1

njωj ≤ E + δ. (6.29)

对比无相互作用的情况：E ≤ εn +
∑N

j=1 njωj ≤ E + δ，我们可以看出相互作用在这里的作用实际上

是改变了能壳的形状。为了形象地说明这中变形，我们考虑一个简单的例子：εn = nω，N = 1，即系

统也是谐振子而环境只有一个模式。
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Figure 17: 能壳的变形。这里以谐振子作为系统的例子说明这种变形。图中的红色竖线代表没有相互作用

时的能壳。而蓝色横线代表有相互作用时已经变形的能壳。

我们开始研究一个纯态纠缠态

|ψ〉 =
′∑

C (n, {nj}) |n, {nj}〉 . (6.30)

这里的求和
∑′
就是在前面总能量壳限制下的，为了求得系统的状态，约化掉环境的自由度

ρS = TrB (|ψ〉 〈ψ|)
=

∑
n

Pn |n〉 〈n|+
∑

n 6=m

Fnm |n〉 〈m| . (6.31)

其中Pn ≡ Pn (E, κ) =
∑′′ |C (n, {nj})|2，Fnm =

∑∑
C (n, {nj}) C∗ (m, {mj}) D

n{nj}
m{mj}。D

n{nj}
m{mj} 是

具有因子化结构的退相干因子，其具体的的形式为

D
n{nj}
m{mj} =

N∏
j=1

d
nj(n)

mj(m), (6.32)

d
nj(n)

mj(m) = ∆(mj−nj)
α e−∆2

α/2L(mj−nj)
nj

(
∆2

α

)
√

nj !
mj !

. (6.33)

其中Lm
n (x)是拉盖尔多项式并且∆α = −gj(nj − mj)/(2ωj)。对于系统和环境自由度足够大的时

候，Fnm → 0。但是对于有限系统，ρS的非对角元是不会消失的，为了看到系统的广义正则热化

到Gibbs分布。首先，在纯态空间，|C (n, {nj})|2是完全随机的变量，也就是是独立同分布的。这里不
失一般性，我们假设波函数都是归一化的。因此根据归一化条件就有

′∑
|C (n, {nj})|2 = 1. (6.34)

根据概率论中的大数定理，我们可以确定
∑′′ |C (n, {nj})|2的平均值为

E

[ ′′∑
|C (n, {nj})|2

]
=

ΩN (E − εn, δ, κ)
HN (E, δ, κ)

. (6.35)
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其中HN (E, δ, κ)表示系统和环境在能壳中的可能的状态数目，而ΩN (E − εn, δ, κ)表示环境

在[E − εn, E − εn + δ] 之间的状态的数目。这里得到的结果类似于前面经典过程中的公式(6.6)。这

两个维数之间有一个简单的关系

HN (E, δ, κ) =
∑

n

ΩN (E − εn, δ, κ) . (6.36)

对于谐振子的环境的情形，环境的状态数可以计算出来为

ΩN (n) =
[E − εn (κ)]N−1

δ

(N − 1)!
∏N

j=1 ω2
j

. (6.37)

因此，系统在第n个能级上的占据几率是

Pn =
[E − εn (κ)]N−1

∑
n [E − εn (κ)]N−1

. (6.38)

在这里我们通过熵依然可以定义温度为

β =
dS (E)

dE
=

(N − 1)
∑

n [E − εn (κ)]N−2

∑
n [E − εn (κ)]N−1

. (6.39)

当κ → 0时，我们就完全回到没有相互作用的情况，因此可以确定在耦合强度很小的时候，仍

然能得到Gibbs分布。下面将具体考虑前面提到的例子，即系统是谐振子，λn = n，环境是由模式

数N = 50，频率相同ωj = 10−3的谐振子组成。这里我们限制能量是E = 0.5。对应不同耦合强度κ的

约化密度的分布在图18中表示出来。

拟合出来的温度和相互作用的关系在表格4里给出.

Table 4: 温度倒数和相互作用强度的关系

κ 5× 10−9 5× 10−8 5× 10−7

β 98.94 98.85 98.69

至此，我们对这种有相互作用的精确可解的模型得到了正则系综的Gibbs分布。因此系统和环境

之间的相互作用是不会影响系统的正则热化的。

6.2 自旋系统的量子相变与量子纠缠

量子信息和理论凝聚态物理的交叉领域日渐成为一个蓬勃发展的新领域。一方面，量子计算的

方案在固体物理系统的实现面临着多量子比特的集成和量子退相干等量子多体问题。另一方面，近

年来人们也在试图利用量子信息中发展起来的一些新的理论工具和方法，去研究量子多体系统的一

些性质，如用量子纠缠去研究量子相变问题。在这个新交叉领域中物理学家普遍关注的一个问题是

量子多体的相变问题。我们熟悉的相变现象一般都是由于改变系统的温度引起的，如冰熔化的水，
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Figure 18: 能级占据几率的对数图。

还有加热一个磁铁使它的磁性消失（铁磁-顺磁相变）。从物理上讲这类相变是由于热涨落引起的，我

们通常称之为“经典相变”。另外还有一类我们不太熟悉的发生在绝对零温时候的相变，这类相变一

般是由系统的哈密顿量的某个参数引起的，比如外磁场强度。研究发现，这类相变是由海森堡不确

定关系引起的量子涨落带来的，因为零温时热涨落完全消失[83]。由于这类相变完全是由量子效应引

起的，因此我们称它为量子相变。由于量子相变发生在极低温时，它对实验技术的要求非常高。要想

从实验上观察到量子相变现象是非常困难的。直到最近物理学家才第一次从实验上[22]观察到了量

子相变现象：光晶格中的冷原子的超流-莫特绝缘体相变[84]。当光晶格势阱的深度不是很深时，冷原

子可以在各个势阱中自由穿梭，这就是超流相；但是当势阱的深度超过某一临界值后，原子就被限

制在光晶格的各个势阱中，不能再在晶格的各个势阱间自由隧穿，这就是绝缘相。物理学家还在探

讨把这种量子相变应用到量子信息处理中的可能性，研究者希望利用量子相变实现对量子比特的复

原[85]。除了光晶格中的冷原子的超流-莫特绝缘体相变外，还有一类常见的量子相变系统，那就是自

旋系统。几个常见的有量子相变行为的自旋模型是XY模型，Dicke模型和LMG模型[86]。下面我们就

以一些具体的例子来了解一下量子相变现象。首先我们介绍一些通常用来判别系统发生量子相变的

方法。

6.2.1 系统基态能级简并与量子相变

判断系统发生量子相变的一个常用标志是基态与第一激发态能级发生交叉或者是简并[21, 87]。

或者说，通过寻找能级简并点可以帮助我们确定量子相变点。下面我们来看一个这样的例子。

Lipkin-Meshkov-Glick (LMG)模型最开始是核物理中引入的一个模型[88]，它用下面的哈密顿
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量描述

HB = − λ

N

N∑
i<j

(σx
i σx

j + γσy
i σy

j )−
N∑

i=1

σz
i , (6.40)

其中σα
i ，α = x, y, z (i = 1, 2, · · ·N)是第i个原子的泡利算符；λ/N是任意两个自旋间的耦合强度。这

个强度与总自旋数N成反比。这个系统的哈密顿量包含有长程相互作用，因为系统中的任意两个自

旋间都有相互作用。在各向同性情况下γ = 1，这个哈密顿量在Dicke表象是对角化的。

HB = −2λ

N

[
J2

N − (Jz
N )2 − N

2

]
− 2Jz

N , (6.41)

而且HB的基态位于由Dicke态{|N/2,M〉 ,M = −N/2, · · ·N/2}张成的子空间中[89]。这里s =~σ/2,

Jα
N = 1/2

∑N
i=1 σα

i 且

J2
N

∣∣∣∣
N

2
,M

〉
=

N

2

(
N

2
+ 1

) ∣∣∣∣
N

2
,M

〉
, (6.42)

Jz
N

∣∣∣∣
N

2
,M

〉
= M

∣∣∣∣
N

2
,M

〉
. (6.43)

与本征态|N/2,M〉对应的本征能量是2λM2/N − 2M − λN/2。因此基态|G〉与λ有关[90]，

|G〉 =





∣∣N
2
, N

2

〉
, (0 < λ < 1),

∣∣N
2
, I(λ)

〉
, (λ > 1)

(6.44)

这里I(λ)是与N/2λ最接近的整数。方程(6.44)暗含λ = 1是一个能级简并点，这意味着λ = 1点也是

一个量子相变点[21]。在λ > 1和λ < 1的两个相中，系统地基态的性质非常不同，或者说系统的基态

在λ = 1两边有完全不同的对称性。这一点也同样是对称性破缺点[90, 91]。当0 < λ < 1，系统的基态

是唯一的，而且沿着磁场方向完全极化，因而环境系统是处于对称性破缺相；当λ > 1，基态无限重

简并，因而环境系统处于对称相。

这个方法在其他一些例子，例如XY模型中[21]也得到了很好的应用。此外文献[92, 93]中讨论了

如何利用谐振子平移的办法来求解Dicke 模型的哈密顿量的基态本征能量。并且发现在Dicke模型中

有一能级简并点，这一点正好是该系统的量子相变点。

6.2.2 系统基态的量子纠缠与量子相变

在过去的几年中，物理学家们利用量子信息中的一些概念和方法，对自旋系统的量子相变现

象进行了深入的研究。这些方法的核心思想是：利用量子信息中定义的各种纠缠的度量，如并发

度（concurrence），块纠缠(block entanglement)，负值度(negativity)，或者是几何相因子(geometric

phase)[94, 95]来研究量子相变的临界行为。比如，通过纠缠在临界点的对数发散性质寻找量子相变

点，区分量子相变的普适类，验证标度率等。XY模型是最早用来讨论量子纠缠和量子相变问题的

自旋模型[96]。下面我们就来简单地回顾一下如何用并发刻画自旋系统的量子相变现象。当然，对

于XY模型我们仍然可以利用上述的能级简并点的办法来确定量子相变点[21]。
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XY模型的哈密顿量可以表示成如下形式

H(γ, λ) =
∑

i

[
1 + γ

2
σx

i σx
i+1 +

1− γ

2
σy

i σy
i+1 + λσz

i

]
, (6.45)

其中γ决定系统的各向异性，λ代表沿着z轴方向的外磁场。从文献[97]，我们知道XY模型基态的任意

两格点（例如第i个和第i+r个格点）的约化密度矩阵可以表示成如下形式

ρi,i+r =




u 0 0 y

0 w z 0

0 z w 0

y 0 0 v




, (6.46)

其中

u =
1
4
(1 + 2 〈σz〉+ 〈σz

0σ
z
r 〉), (6.47)

y =
1
4
(〈σx

0σx
r 〉 − 〈σy

0σy
r 〉), (6.48)

w =
1
4
(1− 〈σz

0σ
z
r 〉), (6.49)

z =
1
4
(〈σx

0σx
r 〉+ 〈σy

0σy
r 〉), (6.50)

v =
1
4
(1− 2 〈σz〉+ 〈σz

0σ
z
r 〉). (6.51)

这些关联函数的精确表达式可以在文献[98]中找到。我们可以进一步求出XY模型的基态的并发

度（concurrence）[99]，

ρ̃i,i+r = (σy
i ⊗ σy

i+r)ρ
T
i,i+r(σ

y
i ⊗ σy

i+r) = (σy
0 ⊗ σy

r )ρT
0,r(σ

y
0 ⊗ σy

r ) (6.52)

=




v 0 0 y

0 w z 0

0 z w 0

y 0 0 u




. (6.53)

以及

ρi,i+rρ̃i,i+r =




y2 + uv 0 0 2yu

0 w2 + z2 2wz 0

0 2wz w2 + z2 0

2yv 0 0 y2 + uv




. (6.54)

矩阵ρi,i+rρ̃i,i+r的平方根的最大本征值就是基态的并发。经过研究发现[96]，在热力学极限下，γ =

1的XY模型（横场伊辛模型）的基态的紧邻格点的并发度（r=1）对λ的导数有如下性质

∂λC(1) =
8

3π2
ln |λ− λc|+ const. (6.55)

∂λC(1)|λm
= −0.2702 ln N + const. (6.56)

因此并发度很好地展现了XY模型的量子临界行为和有限尺度的标度性。

49



6.3 横场伊辛模型的量子相变与洛克斯密特回波（Loschmidt echo）的动力学敏感性

为了研究量子-经典转变，物理学家陆续提出了一些小量子系统和宏观[100, 101, 102]环境或经

典[69, 103, 104]环境耦合的精确可解模型。与量子力学中量子-经典转变相关，核磁共振实验中有一

个概念，叫洛克斯密特回波（Loschmidt echo）。它被借用到量子混沌中，用来刻画一个物理系统对

哈密顿量微扰的高度敏感性[105, 106]。在本节中，我们将利用一个具体的例子展示这样一个结论：

在一个量子相变系统的量子临界点附近，系统的量子相变行为[21] 会导致它自身的洛克斯密特回

波（Loschmidt echo）急剧地衰减。同时，这意味着与这个量子相变系统耦合的另一个小量子系统

从纯态到混合态的动力学演化的过程。我们还想提到与本节有关的一个工作[107]。他们研究了迪

克（Dicke）模型的量子相变对于系统从准可积到量子混沌过渡的影响。

量子临界现象，或者量子相变，发生在没有热涨落的绝对零度。因此，量子相变根源于由海森

堡(Heisenberg)不确定性关系引起的量子涨落。另外一方面，导致纯态-混态转变的“相位随机性”也

同样根源于海森堡(Heisenberg)不确定性原理[108]。这两者之间的关联促使我们去研究环境的量子

相变和量子系统的纯态-混态转变（这种转变可以用环境的洛克斯密特回波描述）之间的关系。众所

周知，量子相变系统在临界点附近对于控制参数的变换非常敏感[20, 70, 109]。系统本征态（包括基

态）的性质在临界点发生急剧的变化，或者说系统在临界点经历一次对称性自发破缺。到目前为止，

所有已知量子相变模型都具有这个性质。事实上这种临界敏感性也可以通过量子混沌中的概念，洛

克斯密特回波[106]，或者相位随机性的宏观加强[108]来理解。

e

g

Figure 19: 推广的Hepp-Coleman量子测量模型的示意图。这些放置在一个环上的自旋链E用横场伊辛模

型哈密顿量描述。由于处于中心的二能级系统S与自旋链E的空间波函数的重叠积分具有各向同性，S与

链上的每个自旋都有相同的耦合强度。

我们这里的讨论是基于Hepp-Coleman模型[100, 101]。这个模型最开始是作为一个量子测量模

型提出来的。在我们对这个模型的推广中，那些原本自由（无相互作用）的自旋1/2的集合，也就

是测量仪器部分，被一个横场伊辛链[21, 110]取代。二能级的量子系统S（被测量系统）与横场伊辛

链（测量仪器）横向耦合。当S处在两个不同的本征态时，E和S间的相互耦合会导致作用在E上的有
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效哈密顿量稍有不同。这里至关重要的是：这两个稍有不同的有效哈密顿量在临界点附近可能会有

截然不同的对称性，从而导致洛克斯密特回波的衰减大大加强。

6.3.1 基于横场伊辛模型的量子测量模型与洛克斯密特回波

我们这里讨论的量子测量模型（见图19）非常类似于Hepp-Coleman量子测量模型[100, 101]，以

及对它的一些推广[69, 102, 103, 104]。和二能级系统耦合的环境E用一个横场伊辛链描写，并且假

设它满足波恩-卡曼条件。这个二能级系统S（二能级的基态和激发态分别用|e〉和|g〉来表示）与环
境E横向耦合。二能级系统加上环境的整体哈密顿量可以表示如下：

H(λ, δ) = −J
∑

j

(
σz

j σz
j+1 + λσx

j + δ |e〉 〈e|σx
j

)
, (6.57)

其中J和λ 分别代表伊辛链的自旋之间的耦合强度，以及它们与横向磁场的耦合强度；δ刻画S与自

旋链的耦合强度；σα
i (α = x, y, z)是定义在第i个格点上的泡利算符。

我们假设二能级系统S最开始处于叠加态|φs (0)〉 = cg |g〉 + ce |e〉，其中系数cg和ce满足|cg|2 +

|ce|2 = 1，而伊辛链开始处于态|ϕ (0)〉。系统S和环境E整体波函数随时间的演化可以表达成|ψ (t)〉 =

cg |g〉 ⊗ |ϕg (t)〉 + ce |e〉 ⊗ |ϕe (t)〉。其中，伊辛链将会按两条路径演化|ϕα (t)〉 = exp(−iHαt) |ϕ (0)〉
(α = e, g)。这里的两条演化路径|ϕα (t)〉分别受两个有效哈密顿量Hg = H(λ, 0)和He = H(λ, δ) ≡
Hg + Ve支配。很显然，Hg和He都是描写横场伊辛模型的哈密顿量，只是横向磁场的强度稍有不同。

当二能级系统处S在两个不同的本征态（|e〉或|g〉）上时，S和E的耦合会导致对伊辛链的稍有不同的

有效作用，这两个有效作用可以用两个有效势Ve = −Jδ
∑

j σx
j和Vg = 0来表示。后面会看到，正是

由于这两个有效势的微小差异导致了洛克斯密特回波的衰减[106]。洛克斯密特回波定义如下

L(λ, t) = |〈ϕg (t) |ϕe (t)〉 |2. (6.58)

我们再来谈谈洛克斯密特回波和退相干之间的关系。为了说明洛克斯密特回波衰减和二能

级系统的退相干之间的联系，并且指出它们之间的差异，我们引入一个新的物理量“纯度”[111]

P = TrS (ρ2
S) = TrS{[TrEρ (t)]2}来描述量子力学系统的退相干。这里ρ (t) = |ψ (t)〉 〈ψ (t)|，其

中Trα指的是对α (α = E, S)的自由度求迹。通过计算我们可以得到横场伊辛链的洛克斯密特回波和

二能级系统的纯度之间的关系式P = 1− 2 |cecg|2 [1− L(λ, t)]。这个方程显示二能级系统的纯度和二

能级系统S及环境E的初态都有关系，但是洛克斯密特回波只与环境E的初态有关。为了简单起见，

我们让环境开始处于它的基态。在下面的讨论中，我们关注的是由于二能级系统S与环境E的相互作

用导致的环境的洛克斯密特回波的衰减问题。

6.3.2 洛克斯密特回波（退相干因子）的精确解

现在我们来证明，在量子临界点λ = λc = 1附近，如果其中一条演化路径上发生量子相

变，洛克斯密特回波的衰减将会大大加强。首先，我们将有效哈密顿量对角化[21, 110]。He =
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∑
k εk

e

(
A†kAk − 1/2

)
，其中的准粒子算符可以表示为

Ak =
∑

l

e−ikal

√
N

∏

s<l

σ[x]
s

(
uk

eσ
[+]
l − ivk

e σ
[−]
l

)
, (6.59)

而且它满足费米子的正则反对易关系。这里的N是伊辛链上的自旋数（格点数），σ
[±]
l =

(−σz
l ± iσy

l ) /2是由泡利算符σα
l , α = x, y, z来定义的。系数uk

e = cos
(
θk

e/2
)
vk

e = sin
(
θk

e/2
)
的定

义与角度

θk
e = θk

e (δ) = arctan[
− sin (ka)

cos (ka)− (λ + δ)
] (6.60)

有关；a是晶格常数。与之对应的单个准粒子激发的本征能量εk
e是

εk
e(δ) = 2J

√
1 + (λ + δ)2 − 2 (λ + δ) cos (ka). (6.61)

顺便指出，在把准粒子消灭算符Ak写成这个紧致表达式(6.59)的时候，我们结合使用了约当-魏格

纳（Jordan-Wigner）变换以及傅立叶（Fourier）变换[21, 110]。

另一个有效哈密顿量Hg可以通过类似的方法完成对角化。Hg =
∑

k εk
g(B

†
kBk − 1/2)。这时单个

准粒子激发的能量εk
g = εk

e(0)，与它相应的费米子型的准粒子的消灭算符Bk可以通过下面的波戈留

波夫变换得到

B±k = cos (αk) A±k − i sin (αk) (A∓k)
†
. (6.62)

这里αk = [θk
g − θk

e ]/2，其中，θk
g得定义是θk

g = θk
e (0).

我们取横场伊辛链的初态为它的基态|ϕ (0)〉 = |G〉g。对任何一个k，我们都有Bk |G〉g = 0。从方

程(6.62)我们知道，在He的表象中，基态|G〉g可以写成类似于BCS超导体基态的形式：

|G〉g =
∏

k>0

[
cos (αk) + i sin (αk)A†kA

†
−k

]
|G〉e , (6.63)

这里的|G〉e是有效哈密顿量He的基态。有了基态|G〉g的明确表达式(6.63)，我们就可以来直接求解公

式(6.58)中的洛克斯密特回波了。经过计算可以得到它的因子化的表达式

L(λ, t) =
∏

k>0

Fk =
∏

k>0

[1− sin2 (2αk) sin2
(
εk

et
)
]. (6.64)

6.3.3 量子开系统的量子-经典转变与环境的量子相变

因为公式(6.64)右边的每一个因子Fk都小于1，我们可以作以下合理的估计：在一定条件下，

当N趋近于无穷大时，L(λ, t)将会衰减到零。孙昌璞教授[69, 104]曾首次发现了退相干因子的这种因

子化结构，并且系统地研究了经典极限及宏观极限下这种因子化结构在量子测量理论中的作用。这

种因子化的结构现在还被用来研究量子计算过程中普遍存在的由于环境导致的退相干问题[108]。下

面我们来仔细研究环境在量子相变点λc = 1附近的临界行为，以及它与二能级量子系统的退相干之

间的关系。下面会看到导致洛克斯密特回波衰减被加强的一个新机制。
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首先我们来对洛克斯密特回波的特征进行一个简单的解析分析。我们取一个动量空间的截

断Kc，并且根据这个截断定义一个洛克斯密特回波的部分乘积

Lc(λ, t) ≡
Kc∏

k>0

Fk ≥ L(λ, t), (6.65)

以及与之相应的部分和S(λ, t) = lnLc ≡ −∑Kc

k>0 | lnFk|。对于小k我们取如下近似关系εk
e ≈

2J |1 − λ − δ|, sin2 [2αk] ≈ (δka)2 /(1 − λ)2 (1− λ− δ)2。如果这个截断Kc取得足够小，那么可以得

到S(λ, t)的近似表达式

S(λ, t) ≈ −δ2E(Kc) sin2 (2Jt |1− λ− δ|)
(1− λ)2 (1− λ− δ)2

. (6.66)

其中E(Kc) = 4π2Nc(Nc + 1)(2Nc + 1)/(6N2)，Nc是最接近NKca/2π的整数。这里我们利用了布洛

赫波矢k的表达式kn = 2nπ/Na (n = 1, 2, · · ·N/2)。对于一个固定的时间t，当λ → λc = 1时，我们可

以得到下面的近似表达式

Lc(λ, t) ≈ exp
(−γt2

)
(6.67)

其中γ = 4J2δ2E(Kc)/(1− λ)2。

注意，L(λ, t)比Lc(λ, t)小。因此从上面富有启发性的分析我们可以作如下预计，当N非常大，

而且λ处于临界点λc = 1附近时，洛克斯密特回波将会随时间的平方指数衰减。另外一方面，我们

看到在取热力学极限N → ∞的过程中，Na是一个常数，而且E(Kc) ∝ 1/N2，因此γ在热力学极限

下N →∞似乎趋于零。由于真实的量子相变只能够发生在热力学极限下，我们很自然地怀疑，在临
界点附近量子相变是否会诱导的洛克斯密特回波衰减。事实上，在量子相变的临界点，由于γ的分

母(1−λ)2趋于零，即使γ的分子趋于零，洛克斯密特回波衰减仍然是可能的。对于一个用来演示量子

相变诱导洛克斯密特回波衰减的真实系统，粒子数N虽然很大，但仍然是有限的，所以γ不会消失。

现在我们用数值计算的结果来检验一下上面的解析分析。对于N = 50 ∼ 250，δ = 0.1，根

据L(λ, t)的精确表达式(6.64)，我们用数值的方法得到了在参数λ ∈ [0, 2], t ∈ [0, 27/J ]范围内的洛克

斯密特回波。结果见图20a和图20b。

在图20a中，在λ = λc − δ = 0.9的周围有一很深的凹陷区域。L(λ, t)反映了在环境的量子临界点

附近，洛克斯密特回波对外界的微扰非常敏感。在临界点，伴随着洛克斯密特回波的急剧下降，处

于中央的二能级量子系统从一个纯态演化为一个混态。图20b的五条曲线清楚地显示了环境的自旋

数N对洛克斯密特回波行为的影响。在λ = λc − δ = 0.9点，洛克斯密特回波随时间衰减（这里还有

短暂的起伏，其起伏的周期正比于环境中的自旋数）。

环境发生量子相变时，它的洛克斯密特回波衰减加剧。这个现象蕴含的物理机制值得进一步研

究。对于量子相变系统而言，哈密顿量He中的两项代表了两种相互竞争的序：在弱耦合情形λ ¿ 1，

系统的基态是所有自旋向上或者所有自旋向下的状态，而强耦合λ À 1情形，基态是所有自旋都向右

的饱和铁磁态。当λ取值在1附近时，λ > 1和λ < 1时的基态的性质分别定性地相似于λ À 1和λ ¿ 1。

只有在临界点λ = 1，基态有完全不同的性质。
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Figure 20: (a) 洛克斯密特回波|L (λ, t) |2的三维图，它是λ和t的函数。本图中选取的自旋数N = 200。在

临界点λc=1附近的凹陷区域展现了这样一个结论：量子相变增强了洛克斯密特回波的衰减。在λ = 1点的

形状和我们的解析分析吻合得很好。(b)三维图在λ= λc-δ=0.9点的截面图，这些截面图对应于不同的格点

数N = 50, 100, 150, 200,和250 。它显示了洛克斯密特回波的准周期结构，并且显示了这个准周期正比于

系统格点数。

在临界点λ = λc环境的基态对于（中心系统与它耦合带来的）控制参数的微扰的超敏感性反映

了量子相变的奇异行为。这种敏感性体现在洛克斯密特回波的急剧衰减上。我们预期环境的动力学

演化会继承这种敏感性。而动力学演化的敏感性可以与量子混沌联系起来。对于初始时完全相同的

状态，两个稍有差异的耦合会导致两个完全不同的量子演化。从数学上说，最开始等于1的洛克斯密

特回波将会随时间衰减并最终减小为零。在这个意义上，量子相变系统的时间演化对于微扰的敏感

性在洛克斯密特回波的加剧衰减中起到至关重要的作用。由|e〉和|g〉导致的两个有效势的微扰，以及
在量子临界点的量子临界行为的奇异性，还有大N极限下相位随机性的宏观加强[108]，洛克斯密特

回波有可能衰减到零。

下面我们用数值方法来进一步研究有限N系统的洛克斯密特回波。随着N增加，洛克斯密特回

波在δ很小时将会衰减为零。例如，我们取δ = 0.01，N = 500 ∼ 2500，其结果见图21。比较图21中

的数值结果和图20中δ = 0.1，N = 50 ∼ 250的结果，我们可以清楚地看到随着δ减少和N增加，凹

槽变得越来越窄。另外一方面，图20和图21展现了洛克斯密特回波在量子临界点λc附近的两个有趣

的现象：第一，在两个图中，洛克斯密特回波起伏的准周期都正比于环境的自旋数。第二，图20b和

图21b的形状几乎完全一样，数值的结果似乎暗示这里隐含着一个标度行为。也就是说，在临界

点λc，洛克斯密特回波Lc(t, δ,N)在标度变换t → t/α, δ → αδ，和N → N/α下是不变的。这个预言

和小Jt近似下的解析分析的结果是一致的。因此，我们的研究表明，有限N系统的洛克斯密特回波

的跳跃（jump）也可以作为量子相变的见证。而且这一结果已经被最近的实验证实[112]。

另外，值得一提的是F. M. Cucchietti及其合作者在我们上述工作的基础之上提出了“环境的量

子相变诱导系统普适的量子退相干”[28]。他们发现，当环境与系统的耦合导致环境发生量子相变
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Figure 21: 大N和小δ情况下，量子相变导致洛克斯密特回波急剧衰减。除了自旋数N = 2000及δ = 0.01，

其它的情况与图20完全类似。

时，系统的相干性在短时间内表现出高斯型的衰减。并且这个衰减的包络与系统和环境之间的耦合

强度无关。他们基于这个结果提出了一种新的“量子模拟算法”（quantum simulation algorithm）。

也就是通过单比特的量子退相干来检测环境的量子相变。

7 小结

在这篇综述文章中，我们比较系统地介绍了量子热力学的一般概念和思想。我们从对热力学量

的量子力学推广开始，介绍了一般热力学过程的量子力学推广。然后我们研究了平衡态量子热力学

循环的性质和量子热机。进一步我们研究了非平衡态量子热机的性质，并对它超越经典热机的性质

作了详细介绍。基于以上研究结果，我们还探讨了量子麦克斯韦妖与热力学第二定律普适性的问题。

最后我们讨论了量子相变诱导的量子力学系统的动力学敏感性。这个工作开辟了用保真度刻画量子

相变的新研究方向。

致谢：在过去的五年里，我们关于量子热力学和统计的工作得到了国家自然科学基金、中国科

学院知识创新工程以及国家重大基础研究发展规划的资助。特此致谢。

附录: 横场伊辛模型的洛克斯密特回波(Loschmidt echo)

如果环境（横场伊辛链）最开始处于它的基态|G〉g，而且系统和它的耦合在t = 0时刻打开，那么

系统的退相干因子可以表达成下面的形式

D (t) =g 〈G| eiHgte−iHet |G〉g , (A.1)
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其中Hg和He是作用在环境上的两个有效哈密顿量

He = −J
∑

j

[
σz

j σz
j+1 + (λ + δ) σx

j

]
, (A.2)

Hg = −J
∑

j

(
σz

j σz
j+1 + λσx

j

)
. (A.3)

我们把基态|G〉g的本征能量记为E0
g，也就是说Hg |G〉g = E0

g |G〉g。那么退相干因子可以被简化成下
面的形式

D (t) = eiE0
gt

g 〈G| e−iHet |G〉g . (A.4)

对角化上面的两个有效哈密顿量He和Hg

He =
∑

k

εk
e

(
A†kAk − 1/2

)
, (A.5)

其中

Ak = cos
(

θk
e

2

)
ck − i sin

(
θk

e

2

)
c†−k, (A.6)

tan
(
θk

e

)
=

− sin (ka)
cos (ka)− λ− δ

, (A.7)

εk
e = 2J

√
1− 2 (λ + δ) cos (ka) + (λ + δ)2, (A.8)

以及

Hg =
∑

k

εk
g

(
B†

kBk − 1/2
)

, (A.9)

其中

Bk = cos

(
θk

g

2

)
ck − i sin

(
θk

g

2

)
c†−k, (A.10)

tan
(
θk

g

)
=

− sin (ka)
cos (ka)− λ

, (A.11)

εk
g = 2J

√
1− 2λ cos (ka) + λ2. (A.12)

在上面的讨论中我们定义了动量空间的消灭算符

ck =
∑

l

e−ikal

√
N

∏

s<l

σ[x]
s σ

[+]
l . (A.13)

我们可以证明无自旋的费米子算符A±k和B±k满足下面的关系

B±k = cos (αk) A±k ∓ i sin (αk) (A∓k)
†
, (A.14)

其中

αk =
θk

g − θk
e

2
. (A.15)
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基于上面的玻戈留玻夫（Bogliubov）变换，我们可以把|G〉g表示成为一个类似于BCS基态的形式：

|G〉g ∝
∏

k>0

BkB−k |G〉e (A.16)

∝
∏

k>0

(
cos [αk]Ak − i sin [αk]A

†
−k

)(
cos [αk]A−k + i sin [αk]A

†
k

)
|0k, 0−k〉e (A.17)

∝
∏

k>0

[
i sin [αk] cos [αk]AkA

†
k + sin2 [αk]A

†
−kA

†
k

]
|0k, 0−k〉e (A.18)

∝
∏

k>0

[
i sin [αk] cos [αk]AkA

†
k + sin2 [αk]A

†
−k

]
|1k, 0−k〉e (A.19)

∝
∏

k>0

[
i sin [αk] cos [αk]AkA

†
k + (−1)1 sin2 [αk]

]
|1k, 1−k〉e (A.20)

∝
∏

k>0

[
i sin [αk] cos [αk] |0k, 0−k〉e − sin2 [αk] |1k, 1−k〉e

]
(A.21)

=
∏

k>0

[
cos (αk) + i sin (αk) A†kA

†
−k

]
|G〉e (A.22)

=
∏

k>0

[cos (αk) |0k, 0−k〉e + i sin (αk) |1k, 1−k〉e] , (A.23)

其中|G〉e是He的基态，也就是说任何一个Ak作用在|G〉e上面都等于零，Ak |G〉e = 0. 我们回到退相

干因子

D (t) = eiE0
gt

g 〈G| e−iHet |G〉g (A.24)

= eiE0
gt

∏

k>0

[cos (αk)e 〈0k, 0−k| − i sin (αk)e 〈1k, 1−k|] e−iεk
e t(A†kAk+A†−kA−k−1) (A.25)

[cos (αk) |0k, 0−k〉e + i sin (αk) |1k, 1−k〉e] (A.26)

= eiE0
gt

∏

k>0

[
sin2 (αk) e−iεk

e t + cos2 (αk) eiεk
e t

]
(A.27)

= eiE0
gt

∏

k>0

[
cos

(
εk

et
)

+ i cos (2αk) sin
(
εk

et
)]

. (A.28)

在我们讨论的这个模型中，系统的退相干因子的模平方正好是环境的洛克斯密特回波(6.64)，

L(λ, t) = |D (t) |2 =
∏

k>0

[
1− sin2 (2αk) sin2

(
εk

et
)]

. (A.29)

其中

sin (2αk) = sin
(
θk

g − θk
e

)
= sin

(
θk

g

)
cos

(
θk

e

)− cos
(
θk

g

)
sin

(
θk

e

)
. (A.30)

而且在对角化上面的两个有效哈密顿量Hg和He的时候，我们用到了下面的关系式

sin
(
θk

g

)
=

sin (ka)√
1− 2λ cos (ka) + λ2

, (A.31)

cos
(
θk

g

)
=

− cos (ka) + λ√
1− 2λ cos (ka) + λ2

, (A.32)

sin
(
θk

e

)
=

sin (ka)√
1− 2 (λ + δ) cos (ka) + (λ + δ)2

, (A.33)
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cos
(
θk

e

)
=

− cos (ka) + λ + δ√
1− 2 (λ + δ) cos (ka) + (λ + δ)2

. (A.34)

（注意：这里sin
(
θk

g

)
等其实有两组解，上面列出的是其中一组解。另外一组解是将它们全部取为现

在的相反数，无论取那组解都不影响我们讨论的结果。）因此我们有

sin (2αk) =
[sin (ka)] [− cos (ka) + λ + δ]− [− cos (ka) + λ] [sin (ka)]
√

1− 2λ cos (ka) + λ2

√
1− 2 (λ + δ) cos (ka) + (λ + δ)2

(A.35)

=
δ sin (ka)

√
1− 2λ cos (ka) + λ2

√
1− 2 (λ + δ) cos (ka) + (λ + δ)2

, (A.36)

以及

sin
(
εk

et
)

= sin
(

2Jt

√
1− 2 (λ + δ) cos (ka) + (λ + δ)2

)
. (A.37)

环境的洛克斯密特回波或系统的退相干因子的模平方详细表达式如下

L(λ, t) = |D (t) |2 =
∏

k>0

[
1− sin2 (2αk) sin2

(
εk

et
)]

(A.38)

=
∏

k>0


1−

δ2 sin2 (ka) sin2

[
2Jt

√
1− 2 (λ + δ) cos (ka) + (λ + δ)2

]

[1− 2λ cos (ka) + λ2]
[
1− 2 (λ + δ) cos (ka) + (λ + δ)2

]


 . (A.39)
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